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RESUME - Cet article propose un panorama des principales
méthodes d’optimisation topologique. Les principes de chaque
grande famille (homogénéisation, densité, level-set, BESO) sont
détaillés. Les méthodes sont ensuite évaluées sur le cas-test
d’optimisation d’un transformateur, soit la maximisation du flux
en provenance d’un enroulement primaire dans un enroulement
secondaire, puis comparées a une méthode heuristique sans
gradient. Afin de faciliter la prise en main des méthodes et
la reproductibilité des résultats, tous les codes ayant servi a gé-
nérer les résultats de cet article sont disponibles en open-source [1].

Mots-clés — Méthode a densité, Level-set, méthode de I’adjoint, ma-
gnétostatique, transformateur.

1. INTRODUCTION

Initialement introduites en génie électrique a la fin des années
90 par [2, 3], le développement de méthodes d’optimisation to-
pologique s’est récemment accéléré, porté par les progres de la
fabrication additive au cours des dernieres années [4]. On peut
les définir comme des méthodes automatiques de répartition op-
timale de matiere, sans limitation intrinseque sur les géométries
potentiellement atteignables, comme illustré sur la Figure 1. En
particulier, elles ne dépendent pas d’une paramétrisation géo-
métrique qui serait définie a priori par un concepteur selon son
expérience, nécessairement subjective et limitée.
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FIG. 1. Grandes familles d’optimisation de structures.

On distingue plusieurs approches, résumée ci-dessous :

— les méthodes a densité, aussi appelées "SIMP" (Solid
Isotropic Material with Penalization), pour lesquelles la
variable d’optimisation est la "densité" de matériau en
chaque point, et qui sont les méthodes les plus utilisées
depuis [2]. Bien qu’elles permettent facilement des chan-
gements de topologie, elles s’appuient sur des matériaux
intermédiaires non-physiques ;

— les approches d’homogénéisation [5], qui généralisent
les méthodes a densité en interprétant les matériaux inter-
médiaires comme des matériaux microstructurés. Il faut
alors choisir le type de microstructure, puis optimiser
leurs propriétés en chaque point du domaine de design;

— pour se passer de I’utilisation de matériaux intermédiaires
ou de microstructures, on peut utiliser des méthodes
ON/OFF comme I’approche BESO (bidirectional evolu-
tionary structural optimization) [6]. L’espace de design
est alors découpé en briques élémentaires pouvant com-
muter d’un état ON (rempli de matiere) a OFF (rempli de
vide ou d’air). Le probleme est discret, et peut conduire a
des instabilités ;

— on peut alors considérer la méthode de la ligne de ni-
veau (level-set), qui décrit implicitement une géométrie
par 1’équation ¢ = 0, avec ¢ une fonction "lignes de ni-
veaux" définie sur ’espace de design : ¢ < 0 correspond
a une zone de matiere et ¢ > 0 a une zone de vide ou
d’air [7]. Cette fonction peut évoluer continiment, guidée
par la dérivée de forme [8] ou la dérivée topologique [9].

D’autres méthodes moins utilisées existent comme le champ de
phase [10] ou de projection [11], non traitées dans cet article;
on peut aussi adopter des approches hybrides [12]. En théo-
rie, ces méthodes peuvent proposer des répartitions de matieres
optimales et innovantes, voire inaccessibles a I’imagination hu-
maine grace a la grande dimension de I’espace des possibles.
Pour ce faire, il convient de considérer un grand nombre de va-
riables de conception (typiquement supérieur a 1000), directe-
ment lié¢ au nombre d’éléments de discrétisation géométrique
qu’on souhaite la plus fine possible. Le temps de calcul asso-
cié a la résolution des équations de la physique est alors im-
portant; on utilise généralement la méthode des éléments finis
(MEF), bien que d’autres méthodes soient possibles, comme les
réseaux de réluctance [13]. Les méthodes d’optimisation topo-
logique doivent donc s’appuyer sur des algorithmes rapides de
descente de gradient pour converger en un temps raisonnable
et limiter le nombre d’appels au solveur physique. Le calcul
des sensibilités de la fonction objectif s’effectue tres efficace-
ment a I’aide de la méthode de I’adjoint [14]. De ce fait, ces
méthodes sont réputées difficiles a mettre en ceuvre, tant pour
I’implémentation (forte instrusivité), le niveau mathématique re-
quis (formulations variationnelles, méthode de I’adjoint), et I’in-
terprétation des résultats (problémes mal-posés, dépendance au
maillage, matériaux intermédiaires).

L’ objectif de cet article est donc de proposer un apergu des
principales méthodes d’ optimisation topologiques exposées pré-
cédemment, qui se veut pédagogique. Ces méthodes sont appli-
quées a la conception du noyau d’un transformateur. Il s’agit
de maximiser le flux magnétique produit par un enroulement
primaire capté par un enroulement secondaire. On considere
des matériaux magnétiques linéaires et non-linéaires. Les im-
plémentations Python sont fournies en open-source [1].



2. MODELE MATHEMATIQUE
2.1.  Cas général

On définit I’état physique d’un systeéme paramétré S comme
la solution d’une équation d’état supposée dérivable

S(X,u) =0, ey

avec u I’état physique et X la variable qui encode la distribution
de matiere a optimiser. L’égalité (1) définit une relation implicite
entre u et X, qu’on notera u(X). Fixer X pour trouver u est un
probleme direct, bien posé mais parfois coliteux en temps de

calcul. A I’inverse, fixer u et déterminer X (u) constitue un pro-
bleme inverse, difficile a résoudre car généralement mal posé
(non-unicité ou non-existence de solutions). Dans le cas d’un
probleme d’optimisation mono-objectif et mono-contrainte, X
est la grandeur d’intérét que 1’on souhaite déterminer pour mi-
nimiser un certain objectif f(X,u(X)), tout en respectant une
contrainte d’inégalité g(X). Il s’agit donc d’un probléme in-
verse avec les difficultés qui I’accompagnent : sa résolution né-
cessite des algorithmes itératifs, voire des régularisations. Le
probléme d’optimisation s’écrit :

Trouver Xopt = arg rr}}n F( X, u(X))

9(X) <0 @

Sous contrainte

Pour I’instant, rien ne dit que ce probléme soit bien posé, ni
qu’il admette une solution (ce n’est pas le cas en général). Par
ailleurs, la définition de X, soit la formulation mathématique de
la "répartition de matiere" est propre a chaque méthode d’opti-
misation topologique, qui sont recensées en Section 3.

Décrire finement une répartition de matiere requiert une
grande quantité d’information. X est donc de grande dimension,
typiquement dim(X) > 102 jusqu’a 109 [15]. 1l est donc judi-
cieux d’utiliser des algorithmes rapides type descente de gra-
dient qui nécessitent le calcul efficace des dérivées dx f et dx g.
Généralement, f et g s’expriment en fonction de 1’état physique
u(X), implicitement défini par (1) : on ne peut donc pas calcu-
ler analytiquement d y u. Comme dim(X) est trés grand et que
I’évaluation de u(X) est coiiteuse, 1'utilisation de la méthode
des différences finies est a proscrire. Il est en effet possible de
calculer ces dérivées, en ne résolvant qu’un seul probleme auxi-
liaire dit "adjoint", qui est toujours linéaire [14]. Cette méthode
peut s’écrire comme la dérivation d’un Lagrangien [16], ou par
application formelle de la regle de la chaine :

dxf=0xf+0uf dxu, 3)
~~

Le terme d xu est une dérivée totale qui n’est pas directement
calculable contrairement a Jx f, dérivée partielle obtenue par
dérivation analytique de 1’expression de f par rapport a X a u
fixé. On peut aussi calculer 9,,5(X, u), ce qui permet d’écrire

dx f = 8Xf+auf[auS(Xa u)]_l auS<Xau>qu- )

A B

Le terme A s’obtient par résolution du probléeme adjoint :
(0uS(X,u) A = uf (w), (5)
avec A I’état adjoint, et * I’opérateur adjoint (transposition) : en
effet, dans (4), 0, f est appliquée a gauche de 1’opérateur et pas
a droite. Le terme B s’obtient en dérivant (1) par rapport a X :
dxS(X,u) = 0xS(X,u) + 0,5(X,u)dxu =0
= 0,5 (X, u)dxu = —0xS(X,u). (6)

La méthode de 1’adjoint comporte alors trois étapes :

1. Calcul de I’état physique u par la résolution de (1), qui
est parfois cofiteuse en cas de non-linéarité.

2. Calcul de I’état adjoint )\ par la résolution de (5), tou-
jours linéaire et rapide a résoudre.

3. Calcul des dérivées par rapport a X :
de(X,u) :axf(X,u) 7)\3)(8()(,’&). (7)

Le point 3 dépend de la nature de X (vecteur, champ, forme...),
et est détaillé pour chaque méthode dans la Section 3.

2.2.  Application au transformateur

On s’intéresse a la conception du noyau d’un transformateur.
On en considere une coupe longitudinale afin de conserver un
probléeme 2D. Les problemes 3D sont encore tres peu traités
dans la littérature, et font 1’objet de travaux récents [17]. On note
le domaine de calcul €2, sa frontiere 0f2, et on fixe la position des
enroulements primaires { Py, P_} et secondaires {S, S_}, les
indices 4+, — donnant le signe conventionnel de la densité de
courant j générant un flux positif. La bobine P est alimentée, et
la bobine S est a vide. On considere le domaine de conception
Q. =Q\ (Py UP_US; US_) représenté sur la Figure 2.
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FIG. 2. Domaine de design.

Le role du noyau est de canaliser le flux magnétique du circuit
primaire vers les enroulements secondaires. L'équation d’état
(1) peut s’écrire sous forme variationnelle [18], par multipli-
cation par une fonction test v et intégration sur ). Dans le
cadre de la formulation primale (b-conforme), on veut trouver
u € HF(Q) = {u € L*(Q),Vu € L?(Q),u|sq = 0}, telle que

Vv € Hy (), <S(u),v>=/@v-u@u—/vj:07 (8)
Q Q

avec V = R(—m/2)V I’opérateur rotationnel qui s’identifie en
2D au gradient auquel on a appliqué une rotation de —90° ', u
la composante du potentiel vecteur magnétique orthogonale au
plan de modélisation et v la réluctivité magnétique. Dans I’air
et le cuivre, v = vy = 1/ et dans le fer v peut dépendre de

la norme de I’induction b = Vu; dans le cas linéaire v = v,
avec v, = 1073, Les crochets de dualité (-, -) représentent un
produit scalaire et dissocient le champ primal w (sur lequel s’ap-
plique la fonctionnelle) et le champ dual v. L’équation variation-
nelle (8) peut se discrétiser par la méthode des éléments finis,
par exemple avec la toolbox NGSolve [19].

La fonction objectif & minimiser s’écrit f(u(X)), avec f pro-
portionnel au flux capté par les enroulements secondaires selon

la direction (0,1) :
fw=[ u- [ w ©
- Sy

Pour éviter une utilisation excessive de matériau ferromagné-
tique, on limite son volume V(X)) & Vipax = 10 %. Pour définir

1. Comme R(—/2)TvR(—n/2) = vI4, dans le cas isotrope (v scalaire)

on peut donc remplacer V par V et retrouver I’expression donnée dans [18].



clairement V(X)) il faut définir X : c’est ce que nous ferons
dans la Section 3, qui donne les principes des grandes familles
d’optimisation topologique.

Le probleme adjoint, qui sert a calculer efficacement les sen-
sibilités, est commun a toutes les méthodes. Pour I’établir, il faut
calculer 0, f, qui n’est pas si triviale car u n’est pas un scalaire
mais une fonction de €2 dans R. On utilise donc la notion de dé-
rivée directionnelle . Soit u* : ., — R un champ quelconque
de la méme nature que u, la dérivée directionnelle d’une fonc-
tionnelle 7 en u dans la direction u* s’écrit

(AT (), ") o= Tim 2 T) = T (W)

t—0 t ’

(10)

avec t un réel positif. Appliquée a la dérivée partielle de la fonc-
tionnelle f, on trouve (nous invitons le lecteur a faire le calcul)

<8uf(u),u*>=/ 1u*—/S 1, (1)

On peut identifier le champ de sensibilité comme le champ dual
de u* (a gauche dans les crochets de dualité)

Ouf(u) = Xs5_ — X5, (12)

avec x,, la fonction caractéristique qui vaut 1 sur w C €2 et
0 ailleurs. En effet, augmenter v sur S_ et diminuer u sur S
permet d’augmenter le flux. De la méme facon, on dérive ensuite
(8), et on trouve dans le cas linéaire

(OuS(w)u™,v) = (0SS (u)v,u™) = / Vo-vVu*.  (13)
Q

Pour le cas non-linéaire isotrope ot v dépend de |Vul
(comme dans le cas d’une saturation magnétique), 1’opérateur
tangent s’écrit :

(OuS(w)u™,v) = / Vo - | v(|Vul)Ig + @M Vu*.
Q b |Vul
(14)
ou ® désigne le produit dyadique (matrice des produits termes
a termes). Résoudre le probleme adjoint consiste alors a trouver
A € HY(Q) tel que

vat € HY(Q), (9.5 A ) = (3, (w), u"

)
ie. Yu* € H}(R), VA -vVu* :/ ut — u*.
Q - Sy
(15)

3. METHODES D’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

Dans ce qui suit, on suppose que les matériaux a répartir sont
de I’air et du matériau ferromagnétique.

3.1.  Meéthodes a densité (SIMP)

Les méthodes a densité [2] sont les plus populaires du fait de
leur relative simplicité d’implémentation et leur polyvalence. La
variable d’optimisation X qui décrit la répartition de matiere est
un champ de "densité" de fer, noté dans ce contexte p : 25 — R.
On a alors p(z) = 0 si le matériau au point z € 4 est de
Iair, et p(x) = 1 si le matériau est du fer. La densité permet
d’interpoler les propriétés matériaux, par exemple v sur [0, 1] :

v(p) = vo + (11 — v0)Z(p), (16)

2. On a en fait besoin d’une notion de dérivabilité¢ "de Fréchet" plus forte
pour appliquer la regle de la chaine. Cependant, lorsque la différentielle de Fré-
chet existe, elle est égale a celle trouvée par dérivée directionnelle. Son existence
ne posant généralement pas de probléme, on ne développera pas plus ce point.
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F1G. 3. Différentes interpolations de la littérature des méthodes a densité.

avec Z une fonction d’interpolation dérivable, telle que Z(0) =
OetZ(1) = 1 (des exemples sont donnés Figure 3).

T est différentiable, ce qui permet de calculer les sensibilités
par rapport a p et d’appliquer des méthodes de descente de gra-
dient. Si les matériaux candidats sont isotropes, alors les maté-
riaux intermédiaires définis pour 0 < p < 1 le seront aussi,
ce qui justifie leur appellation "Solid Isotropic Material with
Penalization" (SIMP). Ces matériaux intermédiaires sont non-
physique et doivent donc étre éliminés dans le processus d’op-
timisation. Pour ce faire, on peut les pénaliser, ce qui conduit
a une vaste zoologie de fonctions d’interpolations [20] dont une
fraction est représentée sur la Figure 3. Malheureusement, pé-
naliser les matériaux intermédiaires rend obligatoirement non-
convexe le probleme (qui ne I’était pas forcément au départ).
Pour éviter des artefacts de type "damier", on utilise des pro-
cédés de filtrage pour augmenter la régularité de p. Ces filtres
peuvent étre convolutifs, basés sur la résolution d’une équation
de diffusion (dite "de Helmholtz" [21]), voire plus élaborés [? ],
et sont appliqués aussi bien au champ de densité qu’a ses sen-
sibilités. L’équation d’état (8) fait désormais intervenir p et on
note donc S(p, ). L’état magnétique u et 1’état adjoint A sont
calculés par résolutions de (8) et (15), respectivement. En posant
~ un champ quelconque de la méme nature que p, on applique
ensuite la formule (7) pour trouver AJ,S(p, u) au sens de la dé-
rivée directionnelle

v
(A 0)2) = =030,S(py).7) = = [ (w . 8pvu> .

) (17)

et on identifie le champ de sensibilité dans (2. tout entier :

ov
d,f(p) =—=VA- 8—qu. (18)
On remarque que d = —d, f(p) correspond & une direction de
descente, ¢’est-a-dire

A >0, flp+td,f(p) < fp), (19)

et on peut donc directement I’ utiliser dans un algorithme de des-
cente. Pour le volume normalisé, on trouve

1 1
Vf(p)=@/Q p, et <def(p),7>=@/Q 1y, (20)

et on identifie le champ de sensibilit¢ d,V;(p) : Q. — R
comme le champ constant ﬁ sur 2.. Le maillage étant fixe,

I’étape de mise a jour se fait en suivant des algorithmes d’op-
timisation sous contraintes classiques [25] : Lagrangien aug-
menté, "optimality criteria" [26], méthode des asymptotes mo-
biles [27], etc. L’algorithme 1 décrit les étapes typiques d’une

optimisation a densité.



Algorithme 1 Optimisation a densité
P pPo
tant que condition d’arrét non respectée faire
u <— Résolution de I’équation d’état (8)
A < Résolution du probleme adjoint (15)
(dyf,d,V}) < Calcul des sensibilités (18)
d, f + Filtrage et préconditionnement éventuels de d,, f
p < Mise a jour a partir de p,d, f,d,V; (MMA [27], OC
[26], Lagrangien augmenté, pénalisation...)
p < Filtrage éventuel de p
fin tant que
p < Post-processing éventuel

3.2. Homogénéisation

Les méthodes basées sur I’homogénéisation visent a inclure
les matériaux intermédiaires dans 1’optimisation en leur don-
nant une signification physique. Historiquement, il s’agit des
premieres méthodes d’ optimisation topologique [28]. On choisit
une microstructure initiale qu’on paramétrise (par exemple, un
laminé d’ordre 1, comme sur la Figure 4). On cherche ensuite la
distribution optimale de ces parametres dans 2. [29]. Ces mi-
crostructures intermédiaires sont généralement anisotropes. Les
problémes sont généralement bien posés, méme si des difficul-
tés a caractériser les microstructures optimales subsistent [30].
Cette méthode retrouve un essor aujourd’hui avec la fabrication
additive, et les récentes techniques de dé-homogénéisation ca-
pables de reconstruire un design fabricable a partir des informa-
tions de micro-structures [31]. Il apparait qu’il existe plusieurs
bornes supérieures sur les performances maximales des struc-
tures optimisées :

— une borne théorique ultime, faisant intervenir les micro-
structures optimales en chaque point, comportant éven-
tuellement des singularités dans leur paramétrisation ;

— une borne approchable, sans ces singularités; mais tou-
jours avec des microstructures infiniment fines;

— une borne atteignable, qui fixant une taille minimale aux
microstructures. Cette borne peut évoluer avec 1’amélio-
ration des procédés de fabrication.

Y V) 0
v = R(6) { } R(-0)
1 0 V”
vy =pvi+(1- P)lVo o
v = (& +52) ey
*
N _ |cos® —sinf
7 R(6) = Lin& cos 6 }

FIG. 4. Exemple de microstructure paramétrée (laminé d’ordre 1), et tenseur de
réluctivité homogénéisé v* avec composantes série v et parallele v|.

L’implémentation d’une d’optimisation topologique par ho-
mogénéisation est proche de celle d’une méthode a densité; la
seule différence porte sur le nombre et la nature des parametres
d’optimisation. Dans le cas d’un laminé d’ordre 1 comme a la
Figure 4, on doit gérer un champ d’angle 6 en plus du champ de
densité p. Les nouvelles valeurs de sensibilités s’écrivent

d,f(p) = =V Z=Vu

, 22
dof(p) = —VA- 9V @2)

L’angle 0 peut étre optimisé indépendamment a chaque étape
d’optimisation (parfois mé€me analytiquement [32]), ou alors
conjointement avec la densité. On peut alors utiliser un algo-
rithme similaire a I’ Algorithme 1, sans pénalisation des maté-
riaux intermédiaires, voir sans filtrage. Notons que la prise en

compte de non-linéarités au niveau de la microstructure n’est
pas triviale ; on peut utiliser des modeles approchés [33].

3.3.  BESO

Les matériaux intermédiaires sont rarement souhaitables en
génie électrique. Les approches discretes a sensibilité (ESO
[34], BESO [35], aussi regroupées sous le terme générique dites
"ON-OFF") peuvent étre vues comme des méthodes a densité
ou seules les valeurs p = 0 et p = 1 sont utilisées. Originel-
lement unidirectionnelles (on retire la matiére 1a ou elle est in-
utile), les approches bi-directionnelles (on peut retirer et rajouter
de la matiere) sont désormais préférées [6]. On utilise les mémes
sensibilités (18) que pour les méthodes a densité (avec p = 0 ou
p = 1). L’étape de mise a jour consiste alors a choisir quels élé-
ments faire passer d’un état a I’autre. La méthode utilisée dans
cet article est donnée dans 1’ Algorithme 2 ci-dessous.

Algorithme 2 Mise a jour de 1’algorithme ON/OFF

€ < Vo — Vi (p) {Erreur a la "consigne" de volume}
1-Kpe
Ki

€; < min (max (f%, € + e) , ) {Intégration avec
anti-windup }

Vi < Kpe + Kje; {Analogie avec un correcteur PI}

d,f < Tride d,f dans I’ordre croissant.

p + ordonnancement de p dans le méme ordre que d,, f
vin = fO" pnTy, avec T), le volume de I’élément n

N + argmin(Jv(n) — V;|)

Pn<N —1

pn>N <0

3.4. Level-set

La variable d’optimisation X de la méthode level-set (ou mé-
thode de lignes de niveau) est ¢ : 2 — R, qu’on cherche proche
d’une fonction "distance signée" par rapport a I’interface entre
les matériaux a distribuer [12, 36] :

plz) <0 ze€Qyp (fer)
p:ep(x)>0 €, (air) (23)
e(x)=0 =z el (interface)

Elle permet d’obtenir une interface nette illustrée sur la Figure 5,
en deca de la résolution du maillage, tout en gardant une va-
riable d’optimisation continue adaptée aux algorithmes a gra-
dient. Cet avantage s’accompagne de deux difficultés. La pre-
miere est d’identifier Q¢ défini implicitement par I' = {z €
Qc, o(x) = 0}, qui n’est par défaut pas conforme au maillage.
Si des approches non-conformes présentant une interface dif-
fuse ont d’abord été préférées pour leur facilité d’implémenta-
tion [37], de plus en plus de travaux utilisent des algorithmes
de remaillage [38] ou des méthodes XFEM [39] permettant de
capturer finement les effets des interfaces.

La seconde difficulté concerne le calcul de la sensibilité par
rapport a I', qui est une dérivée de forme [8] (par rapport a la
variation de la position des frontieres) ou topologique [9] (par
rapport a I’introduction d’une inclusion infinitésimale). On traite
dans cet article la dérivée de forme uniquement, qui nécessite les
outils du calcul variationnel comme la méthode de Hadamard
[40]. Notons que les méthodes level-set a dérivée de forme sont
tout de méme classifiées dans les méthodes d’optimisation topo-
logique, car elles autorisent la fusion et séparation de matiere.

Pour un domaine © C R? perturbé par un champ de "vitesse"
V, la dérivée de forme D f d’une fonctionnelle f : Q — f(Q)
suffisamment réguliére s’écrit selon normale 7 sortante a €2 :

z/gV~n, g:R*—R
r
(24)



Afin d’identifier un champ de vitesse V qui constitue une direc-
tion de descente, on résout une équation de régularisation ellip-
tique [41]. Son choix étant assez libre, on considere ici

/ REVW -VV+V-W=-DfW), YW e (H(Q))?
Q

(25)
avec h un parametre de diffusion représentatif de la taille locale
du maillage. Pour le cas test du transformateur, la dérivée de
forme de la fonction objectif est 1’application directe de [40]

Df(V) = /(ur — 1) (WOnudnp + yVru - Vrp) V -n (26)

r

avec le gradient normal 9,,u := Vu - n, et le gradient tangentiel
Vru = Vu — dpu - n. Similairement, pour la contrainte de
volume normalisé :

1
DV(V) = o /F Von. 27)

Cette formule confirme bien I’intuition : "pour augmenter le vo-
lume d’un objet, il suffit de déplacer sa frontiere selon la nor-
male sortante". Les sensibilités obtenues sont alors fournies a
un algorithme d’optimisation [42, 43]. La mise a jour de ¢ né-
cessite la résolution d’une équation de transport, instable avec
des éléments finis P1 [44] :
. Orp(x,7) + V(x) - Vo(z,7) =0,7 € [0,T]
(k+1) — ¥
¥ (x,7) = {@(k+1)(x’7 =0)= @(k)(z)
(28)
Le pseudo-temps final d’advection T, po*+1 = (T') est choisi
de telle sorte que la frontiere ne se déplace qu’au plus de

quelques éléments de maillage. Le principe de I’advection est
illustré sur la figure 5.

7=0

FIG. 5. Mise a jour d’une forme définie par level-set, avec fusion et séparation
de matiere. Les fleches représentent un champ de vitesse V' constituant une
direction de descente.

Algorithme 3 Optimisation par level-set

< o Initialisation avec une fonction distance signée
tant que condition d’arrét non respectée faire
I' « Frontiere interpolée [37] ou remaillée [12, 38]
u, A < Calculs de I’état par (8) et de 1’adjoint par (15)
V¢, Vy, < Calculs de directions de descente par (25), en
utilisant les dérivées de formes (26) et (27)
¢ <« Advection par (28) a partir de Vy,Vy,, sous le
contrdle d’algorithmes d’optimisation (Lagrangien augmenté
[25], NullSpace [42], etc.)
o < Régularisation par redistanciation [40]
fin tant que

4. COMPARATIF DES METHODES

Ces méthodes ont été implémentées avec NGSolve [19]. Les
résultats finaux (fer linéaire) sont représentés a la Figure 6 et
leurs performances sont données dans le Tableau 1. Les codes
associés sont disponibles dans le dossier SGE2025 [1]. Ces
méthodes convergent en général rapidement; le nombre d’ap-
pels au solveur est donné dépend de 1’algorithme d’optimisa-
tion dont on a privilégié la simplicité sur la performance. Pour
les méthodes a densité, I’interpolation linéaire de p (Figure 6a)
est stable, conduit a de bonnes performances mais contient des
matériaux intermédiaires. L’ homogénéisation (Figure 6e) les in-
terpretent comme des microstructures laminées en parallele du
flux. On peut aussi les éliminer en interpolant v (Figure 6b). La
méthode BESO (Figure 6d) s’en passe totalement, mais fait ap-
paraitre les irrégularités du maillage. Ce n’est plus le cas de la
méthode level-set (Figure 6¢) qui permet d’accéder a une résolu-
tion inférieure a la taille de maille. Les meilleures performances
sont obtenues avec une fenétre de bobinage réduite (colonne de
gauche), ce qui augmente la section du noyau. Méme pour un
probleme aussi simple, toutes les méthodes ne conduisent pas
au méme résultat. On donne également la structure obtenue par
un algorithme génétique (Figure 6f), qui n’est pas compétitive.

0 0,5 1
— -

J [

I [

(a) Densité (1)

(b) Densité (v)

(c) Level-set (d) BESO (K, = K; =0.1)

(e) Homogénéisation (f) Algorithme génétique

FIG. 6. Résultats d’optimisation (1’échelle de couleur représente la densité, les
fleches représentent I’axe || des microstructures laminées de la Figure 4).

TABLEAU 1. Flux et volumes des structures optimisées

Méthode Flux (Wb/m) Volume (%) Appels solveur
Densité (1) 2.735x107% | 10.001 250

Densité (v) 2.690x1075 | 10.159 40

Level-set 2.678x107° | 9.998 184

BESO 2.549x1075 | 9.993 71
Homogénéisation | 2.754x107° | 9.993 1000

Algo. génétique 1.594x107° | 9.654 412500




5. CONCLUSION

Les méthodes d’optimisation topologique a gradient les plus
utilisées ont été passées en revue et implémentées. Les résultats
montrent que lorsque le nombre de variables d’optimisation est
important, I’ utilisation d’algorithmes basés sur le calcul des sen-
sibilités est recommandée. Les codes sont fournis [1] et seront
progressivement enrichis et améliorés ; on y trouvera notamment
les implémentations non-linéaires.

On remarque que méme pour un probleme aussi simple, les
méthodes peuvent converger vers des résultats différents, ce qui
souligne I’importance d’un benchmark commun pour les com-
parer. D’autres cas tests seront considérés dans de futurs tra-
vaux : on peut par exemple inverser la direction du flux a maxi-
miser, ou encore considérer une inductance avec entrefer.
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