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RESUME – Face aux nouveaux besoins d’alimentations à
découpages isolées à rendement et densité de puissance élevés, la
technologie des transformateurs planaires s’est imposée comme
une alternative sérieuse aux composants bobinés. La forme plate
des spires et l’entrelacement des bobinages permettent une excel-
lente maîtrise des phénomènes d’effet de peau et de proximité. Si la
littérature scientifique propose de nombreux outils de simulations
pour aider à la conception d’un tel transformateur, force est de
constater qu’ils ne permettent pas de rendre compte rigoureu-
sement du phénomène le plus pénalisant de cette technologie, à
savoir les effets capacitifs entre spires. Dans ce contexte, cet article
propose une méthode et un modèle électromagnétique complet
du transformateur planaire, permettant l’estimation rapide de
l’ensemble de ses paramètres dimensionnant : pertes, inductance
de fuite, bande passante et impédance inter-enroulement.

Mots-clés – Transformateur planaire, modélisation électromagné-
tique, ligne de transmission, couplages capacitifs, Euler-Lagrange.

1. INTRODUCTION
Grâce à ses nombreux avantages, le transformateur planaire

répond aux exigences de l’électronique de puissance moderne,
en particulier en termes de fréquences de fonctionnement et de
densité de puissance élevées [1, 2, 3]. En effet, lorsqu’il est bien
dimensionné, l’entrelacement de ses enroulements permet, sur
une très large plage de fréquences de fonctionnement, une ré-
partition homogène de la densité de courant sur la quasi-totalité
de la section des spires, et cela, malgré l’effet de peau et les ef-
fets de proximité qui nuisent aux performances des autres tech-
nologies [4]. Les pertes Joule peuvent ainsi être maintenues à
des niveaux acceptables, ce qui n’est pas le cas des composants
bobinés classiques de même volume dont les spires sont de sec-
tion circulaire [1]. Pour cette raison, la technologie planaire est
aujourd’hui largement employée dans les convertisseurs à haute
fréquence de découpage (100 kHz à 1 MHz).

Elle a cependant un désavantage majeur : les spires en vis-à-
vis sont soumises à de forts couplages capacitifs, d’autant plus
importants que les enroulements sont entrelacés. Ces couplages
doivent absolument être maîtrisés par le concepteur de manière à
garantir une bande passante élevée devant la fréquence d’utilisa-
tion et une impédance inter-enroulements suffisamment grande
pour limiter les perturbations électromagnétiques conduites de
mode commun.

Ainsi, pour obtenir un dimensionnement satisfaisant, le
concepteur a besoin d’outils de simulation précis et rapides.
Les modèles analytiques proposés dans la littératures se limitent
souvent à la prise en compte des effets inductifs et résistifs
[4, 5, 6]. Les effets capacitifs peuvent être ajoutés à ces modèles
de manière comportementale, par des capacités parasites locali-
sées, soit à l’échelle du composants [7, 8], soit à l’échelle de cha-
cune des couches de conducteur. Les valeurs de ces capacités pa-
rasites sont classiquement calculées grâce à des hypothèses sur

la répartition des charges dans le bobinage, ou identifiées grâce
à des mesures. Les modèles comportementaux qui découlent de
ces méthodes permettent l’estimation précise de l’impédance du
transformateur en court-circuit et circuit ouvert sur une large
bande de fréquence, mais ont deux limitations majeures. Elles
peinent à rendre compte des résonances secondaires, à très haute
fréquence (≃100 MHz), et ne permettent pas de simuler le com-
portement du composant en mode commun sinon au prix d’un
effort important et complexe de modélisation.

Dans cet article, un modèle électromagnétique analytique fré-
quentiel du transformateur planaire, appelé modèle LT, est pro-
posé. Prenant en compte par construction les phénomènes ca-
pacitifs entre spires, il représente une solution innovante et at-
tractive car nécessitant peu de ressources de calcul. L’approche
de modélisation adoptée consiste à exploiter les équations de la
dynamique d’Euler-Lagrange pour exprimer les équations dif-
férentielles vérifiées par les charges circulant dans les spires
du transformateur. Des hypothèses fortes sur la géométrie ainsi
que la définition d’un conducteur de référence permettent de
formuler le problème sous forme linéique, analogue à une
ligne de transmission multiconducteur [10]. Les connexions sé-
rie/parallèle des spires, ainsi que les sources de tension imposées
aux enroulements, sont alors traitées sous la forme de condi-
tions aux limites. La résolution du problème électromagné-
tique pour les essais classiques de caractérisation du transforma-
teur (court-circuit, circuit ouvert, mode commun) permet l’esti-
mation des paramètres macroscopiques dimensionnants (pertes
Joule, inductance de fuite, bande passante, impédance inter-
enroulements...), et cela uniquement à partir des données géo-
métriques du composant et des propriétés de ses matériaux.

Cet article est organisé comme suit. La partie 2 décrit
les transformation géométriques simplificatrices, le choix des
variables d’état et les équations de la dynamique d’Euler-
Lagrange. La partie 3 introduit les hypothèses électromagné-
tiques considérées dans cette étude et le calcul des paramètres

FIG. 1. Photograph of planar transformer with a EI core.



électriques linéïques. La partie 4 présente les équations diffé-
rentielles vérifiées par les variables d’état, leur résolution et les
conditions aux limites à considérer. La partie 5 compare le mo-
dèle proposé à des mesures expérimentales en vue de sa valida-
tion. Et enfin, la partie 6 conclue cet article.

(a)

(b)

(c)
FIG. 2. Représentation du transformateur vu du dessus.

2. ADAPTATION DE LA GÉOMÉTRIE ET ÉQUATION
D’EULER-LAGRANGE

2.1. Un avatar du transformateur à la géométrie invariante

Le transformateur planaire est un composant électromagné-
tique complexe dont les formes géométriques dépendent forte-
ment du noyau magnétique choisi. Les noyaux de type EI sont
notamment très utilisés pour les applications à fort courant car
ils offrent de larges fenêtres de bobinage ; ils présentent éga-
lement un très bon compromis masse et produit des aires [2].
Une photographie d’un tel transformateur est présentée à la Fi-
gure 1. Nous remarquons que ce dernier ne présente que peu

FIG. 3. Vue schématique du transformateur en coupe dans le plan (x,y).
Définition des paramètres géométriques.

de symétries géométriques et aucune invariance. De plus, la ré-
partition du matériau magnétique n’est pas du tout uniforme le
long du bobinage. En l’état, la modélisation électromagnétique
de ce transformateur se fait nécessairement en 3 dimensions et
une approche analytique est difficilement envisageable.

Dans cet article, nous proposons d’adapter la géométrie du
transformateur de manière à créer artificiellement une inva-
riance selon l’axe curviligne s du bobinage et réduire le pro-
blème électromagnétique à 2 dimensions. Sur la Figure 2a est
représenté schématiquement le transformateur de la Figure 1
vu du dessus. On définit l’abscisse curviligne s suivant le che-
min moyen parcouru par le courant le long des spires. L’origine
s = 0 de cet abscisse curviligne est placée au niveau de la tête
de bobine de gauche, sur l’axe de symétrie horizontal. Une dis-
tance lc/2 le sépare de la tête de bobine de droite, où lc est la
longueur moyenne d’une spire. L’uniformisation de la géomé-
trie se fait alors en deux étapes :

1. Comme représenté sur la Figure 2b, on découpe les spires
aux abscisses s = 0 et s = lc/2 et on redresse les cour-
bures des têtes de bobines de manière à rendre l’axe s
rectiligne. La longueur et la largeur des demies spires est
conservée.

2. Nous uniformisons le matériau magnétique sur la lon-
gueur totale des demies spires lc/2 en conservant iden-
tique la section totale de matériau magnétique dans le plan
(y,s), ainsi que la longueur moyenne df du circuit magné-
tique. Une illustration est proposée Figure 2c. Notez que
les connexions des demies spires entre elles seront tra-
duites par des conditions aux limites électriques sur les
courants et tensions aux extrémités de la nouvelle géomé-
trie.

La géométrie de cet avatar virtuel du transformateur planaire
est bien invariante selon l’axe s et le problème électromagné-
tique peut être traité de manière linéique, dans la vue en coupe
dans le plan (x,y) est donné Figure 3. Le paramétrage est réa-
lisé en respectant les contraintes de conservation de la section de
matériau magnétique et de la longueur du circuit magnétique.

2.2. Variables d’état et conducteur de référence

Les variables d’état choisies pour étudier la dynamique du
transformateur sont la quantité de charges stockées dans cha-
cune des 2N demies-spires de la vue en coupe, entre les abscisse
0 et s. Ce choix est adapté puisque la charge est à la frontière
entre les phénomènes électriques (elle est lié au champ élec-
trique par Maxwell-Gauss), et magnétiques (sa dérivée tempo-
relle, le courant, est liée au champ magnétique par Maxwell-
Ampère). Le problème étant résolu dans le domaine fréquentiel,
l’amplitude complexe du vecteur d’état est ici considérée :

q(s, t) = [q1(s, t) . . . q2N (s, t)]T . (1)

Un conducteur de référence est défini. Il sert de référence de
potentiel du problème électromagnétique, et est un élément per-
mettant le retour de la somme des courants traversant le transfor-
mateur, comme cela est représenté sur la Figure 4. Nous avons



FIG. 4. Vue en coupe du transformateur à géométrie invariante dans le plan
(x,y).

choisi arbitrairement un conducteur de référence rectangulaire,
placé sous le transformateur, à une distance l1. Cette confi-
guration est proche d’un cas d’utilisation réel où ce conduc-
teur de référence serait le plan de masse d’une paillasse (par
exemple de certification CEM), ou le boitier métallique d’un
convertisseur (où le dispositif serait embarqué dans un sys-
tème réel). Il offre également la possibilité de prédéterminer
le comportement en mode commun du transformateur. Sur la
Figure 4 sont également définis, à l’abscisse s, les courants
q̇(s, t) = [q̇1(s, t) . . . q̇2N (s, t)]T circulant dans les 2N demies
spires ainsi que les tensions u(s, t) = [u1(s, t) . . . u2N (s, t)]T

entre ces demies-spires et la référence de potentiel.

2.3. Equations de la dynamique

Pour obtenir les équations différentielles régissant la dyna-
mique des charges dans chacune des 2N demi-spires, nous utili-
sons les équations d’Euler-Lagrange pour les systèmes continus,
c’est-à-dire les systèmes dont les variables d’état qi dépendent
du temps et d’un abscisse spatial s. Elles prennent la forme sui-
vante comme démontré dans [11] :

∂Lnc

∂q
− ∂

∂t

∂Lnc

∂q̇
− ∂

∂s

∂Lnc

∂qs
= 0 (2)

où q̇ désigne la dérivée temporelle de la charge, qs = ∂q/∂s
la densité linéique de charge, et Lnc est la densité linéique de
lagrangien du système. Elle se définit comme suit :

Lnc(q, q̇, qs) = Eµ(q, q̇) +
∫ t

0

P(q̇)dt− Eϵ(q, qs) (3)

où Eµ est la densité linéique d’énergie magnétique, P la densité
linéique de pertes et Eϵ la densité linéique d’énergie électrique.

3. PARAMÈTRES ÉLECTRIQUES LINÉÏQUES
Lorsque l’on exploite les équations de la dynamique d’Euler-

Lagrange, l’enjeu est d’être capable d’exprimer analytiquement
Eµ, P et Eϵ en fonction des variables d’état q, et de ses déri-
vées temporelle q̇ et spatiale qs. Pour cela, des hypothèses de
modélisation classiques sont considérées :

1. Le problème est étudié en régime harmonique permanent.

2. Le problème est Magnéto-Quasi-Statique (MQS) [12]. On
suppose donc que les ondes électromagnétiques se pro-
pageant dans le transformateur selon l’axe s le font en
un temps lc/2v = lc

√
ϵ0ϵrµ0/2 plus court que le temps

d’intérêt τ = 1/ω, ou ω est la pulsation de l’onde. La
longueur d’une demie spire d’un transformateur étudié
dans cette étude est de 8, 8 cm, la permittivité relative
des isolants de 4.6 et la fréquence maximale d’étude de
120 MHz ; on a bien lc/2v = 0, 63 ns < τ = 1, 3 ns.

L’hypothèse MQS suppose également de négliger les cou-
rants de déplacement dans les conducteurs.

3. Les couches conductrices, les couches d’isolation et le
matériau magnétique sont considérés comme linéaires,
homogènes et isotropes. On écrit comme suit les lois de
comportement magnétique de l’air (4), également appli-
cable aux matériaux conducteurs et isolants,

Bair = µ0Hair, (4)

et du matériau magnétique (5),

Bfer = µ0µHfer, (5)

où B et H sont respectivement les amplitudes complexes
de l’induction et du champ magnétique, µ0 est la perméa-
bilité du vide et µ la perméabilité relative complexe du
matériau magnétique telle que :

µ = µ′ − jµ′′, (6)

Les pertes dans le noyau magnétique sont représentées par
la partie imaginaire µ′′ de la perméabilité complexe µ.

4. La perméabilité relative du noyau magnétique est très
grande devant 1. L’intensité du champ magnétique à l’in-
térieur du circuit magnétique est négligeable par rapport
au champ magnétique de fuite dans la fenêtre du bobi-
nage. Le matériau magnétique est supposé isolant élec-
trique, de conductivité nulle et de permittivité relative
équivalente ϵf .

5. L’entrefer est suffisamment petit ou éloigné des couches
conductrices. L’effet de frange est donc négligé.

6. Chaque couche de conducteur est constituée d’une unique
spire.

7. La largeur du conducteur est beaucoup plus grande que
son épaisseur ou que celle des couches d’isolation élec-
triques. Le champ magnétique est supposé parallèle aux
couches conductrices [4, 5, 6, 9], et donc porté par l’axe
y. Le champ électrique est supposé perpendiculaire aux
couches conductrices, et donc porté par l’axe x.

8. L’effet des bords des conducteurs est négligé. Dans cha-
cune des deux fenêtres, une invariance de la géométrie et
des grandeurs électriques le long de l’axe y est supposée
localement dans les couches conductrices et isolantes.

9. Les interactions capacitives entre les conducteurs des
deux fenêtres sont négligées. Seul est pris en compte le
champ électrique entre les conducteurs d’une même fe-
nêtre de bobinage.

3.1. Densité linéique d’énergie magnétique et de pertes

Ainsi, l’application du théorème d’Ampère sur des contours
bien choisis permet le calcul de la densité linéique d’énergie
magnétique Eµ(q̇), et de la densité linéique de pertes P(q̇). La
méthode et les calculs associés sont très similaires au cas pure-
ment magnétostatique. On exploite donc ici les résultats publiés
dans [4] :

Eµ(q̇) =
1

2
q̇†Lq̇, (7)

P(q̇) = q̇†Rq̇, (8)

Notez que les équations (7) et (8) sont volontairement écrites
sous formes de produits matriciels pour obtenir une notation très
compacte. Les expressions des matrices inductance L et résis-
tance R de taille 2N × 2N , en grande partie issues de [4], sont
données en Annexe en fonction des paramètres géométrique et
propriétés des matériaux.



3.2. Densité linéique d’énergie électrique

L’application du théorème de Gauss sur des surfaces fermées
bien choisies permet le calcul de la densité linéique d’énergie
électrique,

Eϵ(qs) =
1

2
q†sC

−1qs, (9)

où C est la matrice capacité linéique de taille 2N × 2N dont le
calcul et l’expression donnés en Annexe sont une contribution
originale de l’article.

4. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SYSTÈME
A partir des densités linéiques d’énergie magnétique, élec-

trique et de puissance dissipée, nous pouvons construire la
fonction densité de lagrangien non-conservatif Lnc

d , définie par
l’équation (3), dans le domaine fréquenciel. On a :

Lnc
d (q, q̇, qs) =

1

2

(
q̇†Lq̇ +

1

jω

(
q̇†Rq̇

)
− q†sC

−1qs

)
. (10)

L’équation différentielle matricielle vérifiée par le vecteur d’état
est obtenue par injection du Lagrangien dans les équations
d’Euler-Lagrange (2). Les dérivations matricielles donnent :

(jωRC − ω2LC)q −
∂2q

∂s2
= 0. (11)

Cette équation est une équation d’onde matricielle avec pertes
exprimée dans le domaine harmonique. Elle correspond à 2N
équations d’ondes couplées. Elle est résolue analytiquement
dans l’espace propre, par diagonalisation de la matrice jωRC−
ω2LC, comme cela est classiquement fait pour les lignes de
transmission multiconducteurs dans [10], page 222. Nous po-
sons alors la matrice diagonale D de taille 2N × 2N telle que,

D = K−1(jωCR− ω2CL)K = diag((di)1≤i≤2N ). (12)

où K est la matrice de passage de taille 2N × 2N , et procédons
au changement de coordonnées suivant :

X = K−1q. (13)

X est le nouveau vecteur de coordonnées de taille 2N × 1 et
l’équation (11) devient alors,

DX − ∂2X

∂s2
= 0 (14)

La résolution du système matricielle d’équations différentielles
(14) est maintenant classique. Chacune des coordonnées Xk du
vecteur de coordonnées X est soumis à une équation différen-
tielle linéaire du second ordre à coefficients complexes dk :

∀k ∈ J1, 2NK, dkXk − ∂2Xk

∂s2
= 0, (15)

qui a pour solution l’équation (16) suivante,

∀k ∈ J1, 2NK, Xk(s) = Aik exp(nks) +Ark exp(−nks)
(16)

où Aik et Ark sont des constantes d’intégration à déterminer à
partir des conditions aux limites. Elles correspondent à l’ampli-
tude complexe de l’onde incidente et de l’onde réfléchie, tandis
que les nk sont les racines des valeurs propres de la matrice D.
On note :

∀k ∈ J1, 2NK, nk =
√
dk. (17)

La dernière étape de résolution consiste à identifier numérique-
ment la valeur des 4N constantes d’intégration Aik et Ark grâce
aux conditions aux limites électriques aux extrémités des spires,
en s = 0 et s = lc/2 (connexion série q̇i = q̇j , connexion
parallèle ui = uj ou source de tension V aux bornes des en-
roulements ui − uj = V ). Cela est réalisé par un algorithme
développé sur Matlab qui construit et résout un système linéaire
pour chaque fréquence d’intérêt.

5. VALIDATION EXPÉRIMENTALE

Pour valider le modèle LT proposé, deux transformateurs pla-
naires à deux enroulements ont été conçus. La vue en coupe de
leur fenêtre de bobinage est donnée Figure 5. Leur enroulement
primaire est constitué de 5 spires connectées en série (en bleu)
et le secondaire de 5 spires connectées en parallèle (en rouge),
les 10 spires étant réparties sur 10 couches superposées. Dans
le cas du premier transformateur, les deux enroulements ne sont
pas entrelacés, comme représenté Figure 5 à gauche. Les en-
roulements du deuxième transformateur sont eux complètement
entrelacés comme représenté Figure 5 à droite.

FIG. 5. Vue en coupe de la fenêtre de bobinage des transformateurs conçus
pour la validation expérimentale du modèle.

Sur la figure 6, on observe la faculté du modèle LT à esti-
mer avec une grande précision l’impédance du transformateur
dans les trois essais classiques, court-circuit, circuit ouvert et
mode commun, et sur une large bande de fréquences (1 kHz
à 100 MHz). Il est également remarquablement rapide puisque
mille points de fréquence sont calculés en moins d’une seconde.

103 104 105 106 107 108

100

105

M
od

ul
e 

(
)

103 104 105 106 107 108

Frequence (Hz)

-100

-50

0

50

100

P
ha

se
 (

°)

Mesure
Modèle LT proposé

FIG. 6. Estimation des impédances en court-circuit, circuit ouvert et mode
commun du transformateur à entrelacement complet par le modèle LT proposé.

D’autres éléments de validation expérimentale sont présen-
tés sur les Figures 7 et 8 à partir d’un essai en court-circuit
du transformateur au bobinage non-entrelacé. Ces graphes re-
présentent respectivement la résistance AC et l’inductance de
fuite vues de l’enroulement primaire en fonction de la fréquence
(entre 1 kHz et 100 MHz). On y retrouve les mesures, les simu-
lations éléments finis 3D réalisées avec le logiciel Ansys Max-
well, l’estimation du modèle analytique 2D invariant de l’article
[4] (ne prenant pas en compte les couplages capacitifs) et enfin
l’estimation du modèle analytique LT présenté dans cet article.
Les deux modèles convergent parfaitement à basse fréquence et
fournissent des résultats identiques. Leurs chemins se séparent
à partir de quelques MHz, fréquences pour lesquelles les effets



capacitifs ne peuvent plus être négligées. Le modèle LT rend
lui bien compte du comportement capacitif du transformateur,
sans compromis sur la précision des estimations de la résistance
AC et de l’inductance de fuite. Il constitue une généralisation du
modèle 2D invariant proposé dans [4], rendant ce dernier quasi-
obsolète.
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FIG. 7. Résistance des bobinage en fonction de la fréquence, e.g. partie réelle
de l’impédance en court-circuit (cas non-entrelacé).
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FIG. 8. Inductance de fuite des bobinage en fonction de la fréquence, e.g.
partie imaginaire de l’impédance en court-circuit (cas non-entrelacé).

6. CONCLUSION

Ce travail propose un une méthode originale de calcul du
comportement du transformateur validé expérimentalement sur
une très large plage de fréquence. Il permet la simulation
du comportement électromagnétique complet (inductif, résis-
tif et capacitif) du transformateur planaire quelles que soient
les connexions électriques à ses bornes. Pour cela,il se fonde
uniquement sur les dimensions géométriques et les propriétés
des matériaux. De ces simulations peuvent être extraites l’en-
semble des grandeurs macroscopiques d’intérêt pour la concep-
tion telles que la résistance des bobinages, l’inductance de fuite,
l’inductance magnétisante, la bande passante et même l’impé-
dance inter-enroulement.

Ce modèle LT peut être mis en œuvre et automatisé sur
n’importe quelle plateforme de calcul numérique. Dans sa ver-
sion actuelle, peuvent être simuler des transformateurs consti-
tués d’une unique spire par couche. Les temps de calcul très
courts offrent la possibilité de concevoir le composant en testant
de nombreux paramètres et de choisir ainsi le meilleur dimen-
sionnement. De futures recherches seront menées pour élargir

le champ d’application de ce modèle LT aux transformateurs
constitués de plus d’une spire par couche.

7. ANNEXE
Cette annexe fournit l’expression analytique des matrice R, L

et C en fonction des paramètres géométriques du transformateur
définis 3 et des propriétés de ses matériaux. Les grands traits de
la méthode de calcul sont également mis en évidence.

7.1. Energie magnétique

7.1.1. Energie magnétisante

Pour calculer l’énergie magnétisante stockée dans le matériau
magnétique et l’entrefer Em, il nous faut déterminer les expres-
sions des champs Ha, Hb et Hc dans le matériau magnétique
en fonction des courants q̇k. Cela est fait en appliquant le théo-
rème d’Ampère sur les contours ζa et ζb de longueur df définis
Figure 9 et en exploitant l’équation de conservation du flux sti-
pulant que 2Hc = Ha +Hb. On obtient alors :

Ha =
2df + 3

2e0µ− c

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) N∑

k=1

q̇k

+
c+ e0

2 µ

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) 2N∑

k=N+1

q̇k, (18)

Hb = −
c+ e0

2 µ

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) N∑

k=1

q̇k

−
2df + 3

2e0µ− c

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) 2N∑

k=N+1

q̇k, (19)

et

Hc =

∑N
k=1 q̇k −

∑2N
k=N+1 q̇k

2
(
df + µe0

) . (20)

A partir de la définition de l’énergie magnétique dans le do-
maine fréquentiel,

Em =

∫∫
S

ℜ
{
BH∗

2

}
dS, (21)

des lois de comportement des matériaux données Equations (4)
et (5), l’énergie magnétique magnétisant peut être calculée et
exprimée sous forme de produit matriciel :

Em =
1

2
q̇†Lmq̇, (22)

FIG. 9. Vue schématique du transformateur en coupe dans le plan (x,y).
Définition des contours d’Ampère, champs magnétiques et sections de
matériaux stockant de l’énergie magnétiques « magnétisante ».



où Lm est la matrice inductance magnétisante linéique,

Lm = µ0

[(
|µ|2Sair

a + µ′Sa

)
W †

aWa

+
(
|µ|2Sair

b + µ′Sb

)
W †

bWb +
(
|µ|2Sair

c + µ′Sc

)
W †

cWc

]
,

(23)

où les différentes surface S sont définies Figure 9, et,

Wa =
2df + 3

2e0µ− c

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) [11×N 01×N ]

+
c+ e0

2 µ

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) [01×N 11×N ] ,

(24)

Wb =
c+ e0

2 µ

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) [11×N 01×N ]

+
2df + 3

2e0µ− c

2
(
df + µe0

) (
df − c+ e0

2 µ
) [01×N 11×N ] ,

(25)

Wc =
1

2
(
lm+ µe0

) [11×N −11×N ] . (26)

7.1.2. Energie de fuite

L’énergie magnétique de fuite Ef est calculée dans les
couches de cuivre et les couches d’isolant en s’appuyant sur les
hypothèses 7 et 8. On réexploite entièrement les expressions du
modèle 2D invariant de [4] que l’on rappelle ci-dessous :

Ef =
1

2
q̇†Lf q̇ =

1

2
q̇†

(
Lf,N 0N×N
0N×N Lf,N

)
q̇, (27)

où Lf,N = P †MP avec,

M =
1

σδhcω


Af −Bf

2 (0)

−Bf

2 2Af −Bf

2
. . . . . . . . .

−Bf

2 2Af −Bf

2

(0) −Bf

2 Af



+
µ0

hc


ei1 (0)

ei2
. . .

(0) eiN+1

 , (28)

P =


0 . . . 0
1 (0)
...

. . .
1 . . . 1


(N+1)×N

, (29)

Af =
sinh (2∆)− sin (2∆)

cosh (2∆)− cos (2∆)
, (30)

Bf = 4
cos (∆) sinh (∆)− cosh (∆) sin (∆)

cosh (2∆)− cos (2∆)
, (31)

δ l’épaisseur de peau dans le cuivre de conductivité σ,

δ =

√
2

µ0σω
, (32)

et enfin
∆ =

ec
δ
, (33)

les paramètres géométriques étant définis Figure 3.

7.1.3. Matrice inductance linéique

La matrice inductance linéique L s’exprime alors,

L = Lm + Lf . (34)

7.2. Pertes

7.2.1. Pertes fer

Les pertes fer Pm dans le matériau magnétique se défissent
comme suit dans le domaine fréquentiel :

P =

∫∫
S

ℜ{jωBH∗} dS. (35)

Elles sont calculées à partir des champs Ha, Hb et Hc, dont les
expressions sont données Equations (18), (19) et (20). On a :

Pm = q̇†Rmq̇, (36)

où Rm est la matrice résistance « fer » linéique,

Rm = ωµ0µ
′′
[
SaW

†
aWa + SbW

†
bWb + ScW

†
cWc

]
, (37)

et les matrices Wa, Wb et Wc sont définies par les Equations
(24), (25) et (26).

7.2.2. Pertes cuivre

Les pertes cuivres PJ sont calculées dans les couches de
cuivre uniquement. Comme pour l’inductance de fuite, nous ré-
exploitons entièrement l’expression du modèle 2D invariant de
[4] que l’on rappelle ci-dessous :

PJ =
1

2
q̇†RJ q̇ =

1

2
q̇†

(
RJ,N 0N×N
0N×N Rc,N

)
q̇, (38)

où,

RJ,N =
1

σδhc
PT


AJ −BJ

2 (0)
−BJ

2 2AJ −BJ

2
. . . . . . . . .

−BJ

2 2AJ −BJ

2

(0) −BJ

2 AJ


︸ ︷︷ ︸

(N+1)×(N+1)

P,

(39)
P étant donné Equation (29) et,

AJ =
sinh (2∆) + sin (2∆)

cosh (2∆)− cos (2∆)
, (40)

BJ = 4
cos (∆) sinh (∆) + cosh (∆) sin (∆)

cosh (2∆)− cos (2∆)
. (41)

7.2.3. Matrice résistance linéique

La matrice résistance linéique R s’exprime alors,

R = Rm +RJ . (42)

7.3. Energie électrique

L’énergie électrique stockée dans les isolants s’exprime,

Eϵ =
1

2

dq

ds

†

C−1
dq

ds
=

1

2

dq

ds

† (
C−1

N 0N×N

0N×N C−1
N

)
dq

ds
, (43)



D’après l’hypothèse 9, les couplages capacitifs entre les deux fe-
nêtres de bobinage sont négligés, et leur symétrie géométrique
permet de se contenter du calcul de la matrice capacité CN
d’une des deux fenêtre, par exemple celle de gauche. Pour cela,
il nous faut exprimer le lien entre inductions électriques Dk et
les densités linéiques de charge ∂qk/∂s, ∀k ∈ J1, NK. Cela est
fait en appliquant le théorème de Gauss sur les surface fermées
Σk définies Figure 9. On a alors,

[D1 . . . DN ]T =
1

hc
Z
dq1N

ds
, (44)

où,
q1N = [q1 . . . qN ]T , (45)

et,

Z =

 1 . . . 1
. . .

...
(0) 1


N×N

. (46)

Le calcul de l’énergie électrique Eϵ,N de la fenêtre de bobinage
de gauche permet enfin d’obtenir l’expression de la matrice ca-
pacité linéique CN associée :

Eϵ,N =
1

2

dq1N

ds

†
1

hcϵ0ϵr
ZT


ϵre1 (0)

ei2
. . .

(0) eiN

Z

︸ ︷︷ ︸
=C−1

N

dq1N

ds
,

(47)
où ϵr est la permittivité relative de l’isolant entre les couches de
conducteur, et,

e1 = l1 +
ef
ϵf

+ ei1, (48)

avec ϵf la permittivité relative du matériau magnétique, ef et l1
étant définis sur la Figure 10.

FIG. 10. Vue schématique du transformateur en coupe dans les plans (x,y) et
(x,s). Définition des surfaces de Gauss et inductions électriques.
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