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RESUME – Avec l’augmentation de la production décentralisée
des énergies renouvelables et de la flexibilité des consommateurs,
le besoin de simulations rapides pour estimer les flux dans les
réseaux devient crucial, soit en tant que telles, soit couplées à des
mécanismes de gestion des flexibilités. Cependant ces simulations
sont confrontées à des temps de calculs prohibitifs lorsque les
dimensions du problème augmentent. Cet article présente une
démarche d’Adéquation Algorithme Architecture pour la réso-
lution du problème de la complexité calculatoire de Power-Flow.
Plusieurs algorithmes et implémentations sont réalisées, analysées,
optimisées et comparées. Les algorithmes de Newton-Raphson,
Gauss-Seidel et de Current Summation sont implémentés avec
différents partitionnements sur une architecture CPU-GPU. Des
évaluations et comparaisons des temps de traitement, de précision,
de stabilité sont présentés dans cet article dans le cas où tous les
noeuds sont de type noeud de charge.

AC-Power-Flow, Adéquation Algorithme Architecture, Partition-
nement CPU-GPU, calcul parallèle

1. INTRODUCTION

La transition énergétique nécessite d’une part la multiplica-
tion des centrales d’énergies renouvelables [1], la généralisation
de la flexibilité des consommations [2] et l’électrification de nos
moyens de transport [3] qui pourront être agrégées [4]. Toutes
ces installations entraîneront des modifications sur le réseau de
transport et de distribution.

L’augmentation des productions distribuées et de l’utilisation
des véhicules électrique [5] risque de provoquer un flux de puis-
sance ascendant. Ce flux risque de détériorer la qualité de la
puissance fournie et de créer des congestions, même sur les ré-
seaux de distributions. Ainsi pour garantir le bon fonctionne-
ment du réseau, celui-ci devra soit être renforcé ce qui consom-
mera beaucoup de matière première, soit être plus finement si-
mulé et contrôlé pour rester dans les limites opérationnelles.

La variabilité des moyens de productions renouvelables et la
flexibilité des consommateurs encouragent à réformer la gestion
du réseau vers une gestion contrôlée par la demande [6]. Ainsi
cet article explorera plus particulièrement la résolution de Po-
werFlow (PF) dans le cas où uniquement la puissance est im-
posée dans les noeuds sauf à celui de référence qui fixera le
déphasage des tensions.

L’estimation de l’état d’un réseau possède une littérature très
riche [7]-[12]. Cependant les temps de calculs deviennent rapi-
dement prohibitifs avec l’augmentation du nombre de bus, no-
tamment lors de l’estimation de la sûreté par des approches N-X
[12] (hypothèse de la perte de X équipements) qui soulèvent des
enjeux combinatoires. De plus ce travail a pour objectif sup-
plémentaire de permettre la résolution d’algorithmes de marché
Pair à Pair avec prise en compte du réseau. Cette méthode étant
itérative et demandant potentiellement de résoudre un Power
Flow à chaque itération, la contrainte sur le temps de résolution
est d’autant plus un facteur limitant à ce problème.

Ce verrou scientifique du temps de calcul peut être inves-

tigué par une démarche d’adéquation algorithme-Architecture.
Cette démarche consiste à étudier et évaluer une variante d’al-
gorithmes sur une variante d’architectures afin de définir un mo-
dèle algorithme-architecture qui répond aux exigences en termes
de consistance de résultats et de temps de calcul. Dans cet article
l’utilisation des Graphic Processing Units (GPU), sera particu-
lièrement étudiée de part leur important degré de parallélisme
matériel et logiciel. Ce type d’architecture a fait l’objet de plu-
sieurs études dans de nombreux travaux scientifiques pour diffé-
rents problèmes, comme l’optimal power flow [13], les marchés
pair à pair [14] et de power flow [8]-[11].

La suite de cet article est organisée comme suit, tout d’abord
la section II présentera le problème de power flow ainsi que les
différents algorithmes utilisés pour sa résolution. La partie sui-
vante sera consacrée à l’étude de complexité et à la parallélisa-
tion sur GPU. La dernière partie sera consacrée à la présentation
et l’analyse des résultats obtenues. Le code ayant permis l’op-
tention de ces résultats est disponible en open source 1.

2. MODÉLISATION

2.1. Réseau considéré

Soit un réseau composé de Nb Bus, de L Lignes (chaque ligne
l est associée à un unique couple (i,k) de bus). Certains réseaux
auront des transformateurs pour adapter la tension, représentés
par un déphasage et un rapport de tension comme dans [15]. On
représente la relation entre les courants et tension (from et to)
via la matrice des admitances Ybr.(
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)
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)
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A ceci on ajoute des admitances shunts directement reliées aux
bus, ce qui nous permet de définir la matrice des admitances Y
tel que I = Y · V = (G+ j ∗B) · V .

On a pour chaque bus (i) la relation suivante :

Si = Pi + j ∗Qi

= Vi ·
∑
k

Y ∗
ik · V ∗

k

= Fi(v, ϕ)

(3)

1. https://gitlab.com/satie.sete/adequation_
algorithme_architecture_acpf
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https://gitlab.com/satie.sete/adequation_algorithme_architecture_acpf


On obtient donc les puissances actives et réactives en prenant
respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de l’ex-
pression précédente :

Pi = Vi ∗
∑
k

Vk(Gik cos θik +Bik sin θik) (4)

Qi = Vi ∗
∑
k

Vk(Gik sin θik −Bik cos θik) (5)

On considère ici un noeud de référence permettant de fixer
la référence de tension v0 et ϕ0. En connaissant la puissance
fournie et consommée par tous les autres noeuds, on cherchera
à déterminer les tensions des autres noeuds.

2.2. Algorithmes

Les algorithmes considérés sont les méthodes de Newton
Raphson (NR) et Gauss Seidel (GS). Elle ont été choisies car
elles ont des comportement très différents sur une architecture
basée sur un CPU [16] tout en ayant des performances compa-
rables sur des cas de petites tailles. Dans le cas d’un réseau pure-
ment radial, un algorithme de load Flow, le backward-formard
algorithm sous sa forme de Current Sommation method [15]
(Cur) sera aussi utilisé ayant de meilleures propriétés de conver-
gence dans ce type de cas. La notation X G sera utilisé pour la
méthode X lorsqu’elle est sur GPU.

2.2.1. Newton Raphson NR

Cet algorithme permet en connaissant l’image d’une fonction
d’en trouver l’antécédent. Ici on va donc chercher E = (ϕ, v)
tel que Si − Fi(v, ϕ) = 0 pour tous les bus i.

Pour ce faire, en posant W = (P,Q) le vecteur des puis-
sances et dY la variation de la variable Y , on fait un développe-
ment limité au premier ordre autour de 0 et on obtient :

dW = Jac · dE (6)

Jac =

(
Jac1−1 Jac1−2
Jac2−1 Jac2−2

)
=

(
δP
δθ

δQ
δθ

δP
δV

δQ
δV

)
(7)

En notant c(dθ) = cos dθ et s(dθ) = sin dθ, la Jacobienne peut
être définie par bloc, Tab. 1. Il faut ensuite inverser le système
définie par cette matrice, (6) pour obtenir la variation de tension
nous permettant de nous rapprocher de la solution. Deux mé-
thodes directes ont été testées, une inversion de matrice via un
pivot de gauss et une factorisation LU avec pivot (qui a été choi-
sie pour la présentation des résultats). Il est intéressant de noter
que pour chaque bloc de la jacobienne le terme Jacij est non
nul si il existe une ligne entre les bus i et j, Tab. 1. Ainsi moins
le réseau est maillé, plus la jacobienne sera creuse.

TABLEAU 1. Différents termes de la Jacobienne
Indices diagonal non diagonal

1-1 −Qi −BiiViVi ViVj(Gijs(dθ)−Bijc(dθ))

1-2 Pi/Vi +GiiVi Vi(Gijc(dθ) +Bijs(dθ))
2-1 Pi −GiiViVi −ViVj(Gijc(dθ) +Bijs(dθ))
2-2 Qi/Vi −BiiVi Vi(Gijs(dθ)−Bijc(dθ))

2.2.2. Gauss Seidel GS

Pour la résolution du problème en utilisant la méthode de
Gauss-Seidel il faut remarquer que :

S∗
i = Pi − j ∗Qi

= V ∗
i ·
∑
j

Yij · Vj
(8)

On aboutit alors à l’équation suivante :

Pi − j ∗Qi

V ∗
i

=
∑
j

Yij · Vj (9)

Ainsi, en fixant la tension du terme de gauche à partir de celle
obtenue à l’itération précédente, on peut résoudre le système
obtenu grâce à la méthode de Gauss-Seidel :
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Pour cet algorithme, la tension sera représentée en coordonnées
cartésiennes ce qui permettra d’éviter l’utilisation de fonction
trigonométrique. Cependant cet algorithme, contrairement à la
méthode de Jacobi, dépend du calcul de l’itération en cours
pour être réalisé ce qui n’est pas aisément parallélisable. Ainsi,
à chaque itération, on initialise les tensions ainsi pour chaque
bus :

V 0
i =

Pi − jQi

YiiV ∗
i

−
B∑

l=i+1

Yil

Yii
V k
l ∀i ∈ B (11)

Ici, les calculs sont indépendants et peuvent donc être paral-
lélisés sur les bus. Ensuite, il faut séquentiellement calculer les
tensions ainsi (avec p l’itération jusqu’à p = B) :

V p
i = V p−1

i − Yip−1V
p−1
p−1 ∀i > p ∈ B (12)

Ce calcul peut lui aussi être parallélisé sur les différents bus,
par contre le calcul de l’itération suivante ne peut avoir lieux que
lorsque celui-ci sera terminé.

2.2.3. Current Sommation Method Cur

Cet algorithme n’est utilisable que dans les réseaux de distri-
bution non maillés. Certaines extensions permettent de prendre
en compte quelques boucles, mais elles ne seront pas implémen-
tées ici. Dans cette méthode il y a autant de bus que de ligne, ce
qui permet de faire en sorte que la ligne k va vers le noeud k.
Cette méthode consiste à répéter les 4 étapes suivantes :

1 On calcule le courant pour chaque ligne k :

jkb = (
skd
vk

)∗ + ykdvk (13)

2 Backward sweep : on parcourt les lignes k dans l’ordre
décroissant avec i l’indice de la ligne précédente ;

jib,new = jib + jkb (14)

3 Forward sweep : on parcours les lignes k > 1 dans l’ordre
croissant pour mettre à jour les tensions :

vk = vi − zks ∗ jkb (15)

4 on calcule l’erreur sur la tension :

ϵ = viter+1 − viter (16)

Lorsque les tensions ne varient presque plus, l’algorithme est
considéré comme ayant convergé. Comme précédemment le cal-
cul est réalisé avec des nombres complexes, la tension sera ici
aussi représentée en coordonnées cartésiennes. La parallélisa-
tion de cet algorithme a déjà été présentée dans [20] en paral-
lélisant en plus sur plusieurs réseaux en même temps, mais ne
sera pas réalisée dans ce travail.



3. ADÉQUATION ALGORITHME-ARCHITECTURE

Le principe de cette approche consiste à traduire un algo-
rithme au niveau comportemental par un premier graphe de don-
nées avec un parallélisme maximal. Ce graphe étant progressi-
vement modifié pour explorer différentes options d’implantation
de l’algorithme permettant ainsi de guider les choix en termes
d’allocation de ressources, de définition des chemins de don-
nées, de séquencement des opérateurs et de format de données.
Cela passe par une modélisation et une étude qui va explorer
l’espace des partitionnements et placements des calculs sur une
architecture parallèle. L’objectif est de trouver la meilleure ins-
tanciation architecturale. La définition d’un modèle est basée
sur l’utilisation d’un ensemble de vecteurs de test logiciels et
algorithmiques et une étude analytique des performances.

3.1. Présentation des blocs fonctionnels

La première étape de la démarche Adéquation Algorithme-
Architecture est de séparer chaque algorithme en plusieurs blocs
fonctionnels. Cette opération permet de remplir plusieurs objec-
tifs :

— analyser les dépendances entre les différentes parties de
l’algorithme en terme de séquentialité et de transfert de
données ;

— déterminer la complexité en série ou parallèle en calcul et
en mémoire et la charge de calcul de chaque bloc par le
calcul ou la mesure, en déduire l’intensité algorithmique ;

— identifier les goulots d’étranglement.
La séparation des différents blocs fonctionnels est données

dansTab. 2.

TABLEAU 2. Bloc fonctionnel
Bloc NR GS Current

FB Init ✓ ✓ ✓
FB tension ✓ ✓ ✓
FB courant ✓

FB puissance ✓ ✓ (✓)
FB erreur ✓ ✓ ✓

L’initialisation est globalement la même entre les différents
algorithmes. Les seules différences notables sont le besoin ou
non de réaliser les transferts vers le GPU, et pour GS on peut
pré-calculer les constantes 1

Yii
et Yij

Yii
pour chaque ligne donc

une complexité en O(L). L’optimisation de l’étape pour passer
de la puissance des agents (Pn) à celle des bus (W0) a été pré-
sentée dans [10]. L’idée étant de stocker dans des vecteurs les
correspondances plutôt qu’avec une matrice. Dans notre cas les
agents ne sont pas supposés triés, mais le principe reste le même
pour le calcul. La complexité est en O(N).

Le calcul de la puissance repose sur les équations (4), (5)
qui peuvent être adaptées pour être réalisées avec la tension sous
sa forme cartésienne. L’expression est une somme pour chaque
bus, sur tous les bus. La complexité est donc en O(B2). Cepen-
dant on peut remarquer que le terme de la somme est non nul si
Gik ou Bik est non nul. Ce qui signifie que plutôt que de som-
mer sur tous les bus, il suffit de sommer sur tous les voisins de

chaque bus (et sur lui même). L’équation devient donc :

Pi = Vi

∑
li

Vk(li)(Gli cos θik(li) +Bli sin θik(li)) (17)

Pour réaliser cela on utilise un vecteur de taille B + L, qui in-
dique pour chaque couple (i, li) le voisin k(li) correspondant.
La complexité devient donc en O(L). La méthode Cur ne réa-
lise ce calcul qu’une fois la convergence atteinte pour détermi-
ner les puissances au noeud de référence.

Le calcul de la tension, dans le cadre de l’algorithme de Cur,
correspond à l’équation (15) et a une complexité en O(B). Pour
l’algorithme de GS cela correspond à chaque itération à un cal-
cul de (11) et à B − 1 calculs de (12). Si on calcule tous les
termes la complexité est en O(B2). Si comme pour le calcul des
puissances on ne procède qu’au calcul pour les voisins (lorsque
Yil est non nul), la complexité peut être réduite à O(L). Pour
l’algorithme de NR, le calcul de tension nécessite dans un pre-
mier temps le calcul de la jacobienne (7). Ce calcul est en O(B2)
mais peut être réduit en O(L). Ensuite il faut réaliser la factori-
sation LU de la Jacobienne. Il est important de noter que pour la
version CPU, celle-ci est réalisée par la bibliothèque Eigen, la
complexité est en O(B3). Dans les 2 versions (CPU ou GPU),
la sparcité n’a pas été prise en compte. Enfin il faut obtenir le
déplacement de la tension en résolvant le système, qui est un
calcul en O(B2).

Le calcul du courant de Cur correspond aux équations (13)
et (14). Ces deux calculs sont en O(B).

Le calcul de l’erreur apparaît sous deux formes dans les al-
gorithmes. Que l’erreur soit sur les puissances err = ||dW ||∞
pour les algorithmes de NR et GS ou sur la tensions err =
||dV ||∞, c’est la norme infinie qui a été choisie car elle limite
l’accumulation d’erreur numérique. Ce calcul a une complexité
en O(B).

3.2. Implémentation sur GPU

Nous avons donc vu dans la partie précédente que la com-
plexité des différents algorithmes étaient en O(L + N) sauf la
mise à jour de la tension qui est pour NR en O(B3) et celle de
GS en O(B2). Cette partie détaillera la parallélisation choisie
pour le passage sur GPU, ses avantages et inconvénients théo-
riques. Pour cela on se basera sur le théorème de Brent [17] pour
calculer la complexité théorique en parallèle :

Cpara = O(
o

p
+ t) (18)

avec o le nombre total d’opérations (donc la complexité en série,
sauf en cas de redondance des calculs), p le nombre de proces-
seur sur lequel on parallélise, et t le nombre d’étape. Pour la
suite on notera T = Nb ∗Nt/b avec T le nombre total de thread,
Nb le nombre de bloc, et Nt/b le nombre de thread par bloc.
Comme l’algorithme de Cur est très peu parallélisable et est
déjà efficace il sera gardé sur CPU dans ce travail, le passage
sur GPU a déjà été présenté dans [18].

Dans l’initialisation, la parallélisation des différents calculs
est assez directe, mais une discussion est possible sur la ma-
nière de paralléliser le calcul de W0. En effet dans [10], chaque
thread calcule un bus (donc p = T = B), ce qui permet d’uti-
liser moins de ressources GPU. Cependant on observe que l’on



sérialise la somme des agents sur ce bus, et que les threads sont
très divergents entre eux (selon le nombre d’agent par bus). La
complexité parallèle est donc de Cpara = O(NB +max(nb)) =
O(max(nb)), avec nb le nombre d’agent sur le bus b. Dans le
présent travail, un bloc de thread s’occupe d’un bus (Nb = B),
ce qui permet d’éviter la divergence entre les threads et de réa-
liser une réduction parallèle pour la somme. La complexité pa-
rallèle est donc de Cpara = O( N

B∗Nt/b
+ log(Nt/b)). La pre-

mière méthode est meilleure lorsqu’il y a peu d’agents par bus
et que ceux-ci sont répartis de manière égale. Avec l’augmenta-
tion du nombre d’agent par bus, la méthode développée devient
meilleure , l’optimum étant lorsque max(nb) = Nt/b et que
donc Cpara = O(log(max(nb)).

Les calculs de la puissance (4) et (5) peuvent se réaliser en
deux étapes. Dans un premier temps on peut calculer chaque
terme de la somme dans un thread Cpara = O(1), puis on
peut faire une réduction Cpara = O(log(max(li))). Dans le
calcul intermédiaire sparce, l’accès aux admittances est coales-
cent, mais ce n’est pas le cas de l’accès aux tensions et dépha-
sages. Pour limiter la séquentialisation des accès mémoires, il a
été décidé de faire en sorte que chaque bloc i calcule tous les
termes de la somme associée aux puissances Pi et Qi. Chaque
bloc peut charger la totalité du vecteur des tensions E et ainsi
l’accès à la mémoire globale est coalescent, et devrait permettre
de faire gagner du temps dans le cas où le réseau est très maillé
(on n’augmente pas trop le nombre d’accès mémoire global).

Le calcul de la tension pour GS, (11), est une réduction. En
faisant en sorte d’avoir un bloc par terme i à calculer, la com-
plexité est en Cpara = O(log(max(li))). Ensuite il faut faire
B−1 calculs (12) qui est juste une opération sur un vecteur, donc
une complexité en O(B). Pour NR, le calcul de la Jacobienne
peut être parallélisé, avec un thread qui calcule les 4 termes
(i, j), donc la complexité est en O(4). Tout comme le calcul
des puissances, chaque bloc charge tout le vecteur des tensions
pour avoir des accès coalescents en mémoire globale. Ensuite il
faut réaliser la factorisation LU de la Jacobienne. Celle-ci réalise
aussi une recherche de pivot pour améliorer la stabilité numé-
rique de l’opération. Pour chaque colonne, on recherche le pivot
O(log(B)), on échange les lignes O(1), et ensuite on met à jour
la sous-matrice en parallèle avec un bloc qui gère une ligne,
et chaque thread qui calcule un terme. La complexité totale est
donc en O(B · log(B)), on peut paralléliser sur les colonnes
et utiliser la sparcité pour encore réduire la complexité, comme
dans [21]. Enfin il faut obtenir le déplacement de la tension en
résolvant le système, qui est un calcul en O(B).

Bilan : on peut donc conclure que la parallélisation sur GPU
devrait permettre de passer d’une complexité en O(B3) à une
complexité en O(B · log(B)) pour NR et d’une complexité en
O(B2) à une complexité en O(B) pour GS. Ce résultat pour-
rait être amélioré en parallélisant plus la factorisation de NR, et
en utilisant la méthode de Jacobie (qui n’utilise que l’itération
précédente) plutôt que la méthode de GS.

4. RÉSULTATS

4.1. Cas d’étude

Tous les cas qui seront résolus dans ce travail suivront les
règles suivantes (certains cas ont été modifiés pour cela).

— Les puissances au noeud de référence sont modifiées pour

que les puissances soient à l’équilibre (le noeud de réfé-
rence cherchera juste à compenser les puissances dans les
lignes).

— Tous les autres noeuds sont des noeuds PQ.
Ces adaptations nous permettront de nous placer dans le cas
d’un réseau principalement composé d’énergie renouvelable et
où un mécanisme de marché pour les échanges de puissance a
déjà été réalisé et ainsi qu’étudier ce que cela implique. Dans
tous les cas, la précision demandée est ||dW ||∞ < 5e−4.

4.2. Réseau maillé

Dans cette partie, les cas seront ceux définis dans MatPower
[19] adaptés et partant de la solution initiale. En utilisant ce logi-
ciel pour résoudre ces cas, le temps de calcul mesuré est constant
à environ 1.3s en utilisant la méthode de Newton Raphson. La
comparaison avec l’état de l’art nous permet de vérifier qu’il
n’y a pas des temps aberrants et d’estimer l’influence du fait de
n’avoir que des noeuds PQ sur la convergence. Les résultats sont
regroupés dans le tableau suivant, Tab. 3.

TABLEAU 3. Comparaison à l’état de l’art, temps en seconde et S facteur
d’accélaration

NR GS
Cas CPU GPU S CPU GPU S

9 [10] 2e−4 2e−3 0.1 3e−4 0.02 0.01
9 [23] 1e−3 1e−3 0.16 1e−4 0.3 3e−4

9 6e−5 0.01 7e−3 2e−4 8e−3 0.03
30 [10] 1e−3 3e−3 0.6 6e−4 0.02 0.03
30 [23] 1e−3 1e−3 1 2e−3 0.7 3e−3

30 [24] 1e−3 3e−3 0.3 8e−3 0.15 0.06
30 2e−4 0.02 8e−3 4e−3 0.03 0.1

118 [10] 0.02 0.02 1.4 6e−3 0.05 0.13
118 [22] 2.4
118 [23] 0.3 0.2 1.6 0.3 7 0.05
118 [24] 2e−3 6e−3 0.33 0.09 0.40 0.21

118 3e−3 0.06 0.05 * * < 0.6
300[10] 0.4 0.11 3.3 0.05 0.12 0.43
300[23] 4.7 2.7 1.7 0.34 7.3 0.06
300 [24] 0.01 0.02 0.52 2.5 5.6 0.45

300 0.1 0.7 0.16 * * 1.5
2383[10] 87 10 8.5 8 0.8 9.6

2383 * * 1.7 * * 9

Il est important de noter que les cas indiqué par "*" ne
convergent pas. Ceci est dû au fait que l’on n’ait que des noeuds
PQ (cela peut se vérifier grâce à MatPower). C’est pourquoi le
temps n’est pas indiqué car il dépend uniquement du nombre
maximal d’itérations autorisées. Cependant on peut remarquer
que si le CPU est plus rapide pour les petits cas le GPU devient
plus rapide lorsque la taille augmente.

4.3. Analyse du passage à l’échelle

Dans cette section seront présentés les effets de l’augmenta-
tion de la taille du cas d’étude sur les propriétés de convergence
et le temps de convergence dans des réseaux de distributions ra-
diaux. La structure du réseau sera aussi variable pour étudier ses
potentiels effets.



4.3.1. Création du cas

Pour générer un réseau aléatoirement, on part du bus 0, puis
tant qu’il reste des bus à ajouter au réseau, on tire aléatoirement
le bus auquel il sera raccordé. Pour cela on garde une liste de
noeud que l’on considère comme en bout de branche et avant
de choisir le bus, on tire aléatoirement si ce bus est en bout de
branche (et le bout de branche devient le nouveau bus), ou si le
bus est quelconque (et dans ce cas là le nouveau bus s’ajoute
dans la liste). La probabilité du choix entre les deux options
est déterminée par le rapport entre deux contraintes Nbranch

et Ndeep. La première est le nombre maximal de branches du
réseau. Lorsqu’elle est atteinte, elle force le fait de continuer
une branche. La deuxième est la distance d’un bus au noeud
d’origine exprimée en nombre de bus. Si un bus a atteint la va-
leur maximale fixée, on ne peut plus y relier d’autres bus. Ainsi
en faisant varier ces deux contraintes on peut faire apparaître 4
topologies de réseaux de distribution type (entre parenthèse se
trouve les paramètres pour la simulation) :

— un réseau avec autant de branches que de profondeur
(Ndeep =

√
2 ·B, Nbranche =

√
2 ·B) ;

— un réseau très large et pas profond avec beaucoup de
branches (Ndeep = 0.3 ·

√
B, Nbranche = B) ;

— un réseau très profond avec peu de branches (Ndeep = B,
Nbranche = 0.3 ·

√
B) ;

— un réseau non contraint (Ndeep = B, Nbranche = B).
De manière générale, plus le réseau sera contraint plus le réseau
sera "équilibré" dans le sens où toutes les branches auront la
même profondeur. Chaque ligne créée est de type 94-AL1/15-
ST1A à 400V et de longueur llong = 1 ± 0.5m tirée aléatoire-
ment.

Une fois que le réseau est créé, il faut générer aléatoirement
les agents. On tire donc aléatoirement leur puissance voulue Pn

et le bus où l’agent est placé. Les agents ne sont pas triés par
ordre de bus dans cette version. Lors de la génération du cas, on
définira le nombre d’agents en fonction du nombre de bus, avec
ainsi quatre possibilités : très peu d’agents (N = 0.2 ·B), moins
d’agents que de bus (N = 0.5 · B), autant d’agents que de bus
(N = B) et plus d’agents que de bus (N = 2 ·B).

La numérotation des cas (de 1 à 16) commence par faire varier
le nombre d’agent puis le type de réseau, par exemple les cas 4,
8, 12, 16 sont ceux où le nombre d’agents est maximal, et de 9
à 12 sont les cas où on a peu de branches.

4.3.2. Étude de la convergence

Dans notre cas, la convergence a trois états : convergence
(err < ϵ), divergence (err > 100 · ϵ) ou non-convergence.
Comme la génération de cas est aléatoire et peut mener à des
cas non faisables, il a été décidé pour éviter des calculs trop
long, que si la méthode de référence Cur divergeait sur un cas,
les méthodes de GS ne seraient pas calculées.

On peut donc étudier la faisabilité des cas en fonctions de nos
paramètres, et le taux de convergence des différentes méthodes.
On peut remarquer dans Fig. 1 que lorsque l’on a contraint le
nombre de branche, cela a conduit à des cas non faisables. On
peut aussi remarquer qu’augmenter le nombre d’agent et de bus
augmente le risque d’avoir des cas divergents. Enfin en regar-
dant uniquement les cas où toutes les méthodes ont convergé,
on peut étudier les écart de puissance pour vérifier que toutes
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FIG. 1. Proportion de cas "solvable" (non divergent)

TABLEAU 4. Taux de convergence parmi les cas faisables, et écart max et
médian de puissance sur les cas convergents

Méthode Cur NR NR G GS GS G

Conver (%) 99.5 99.77 99.79 81.89 81.39
Pmax
ecart (%) ref 2 3 4 5

Qmax
ecart (%) ref 16 20 104 122

Pmed
ecart (%) ref 0.03 0.03 0.21 0.22

Qmed
ecart (%) ref 6e−3 7e−3 0.09 0.1

les méthodes convergent vers le même point. Les valeurs max
dans Tab. 4 indiquent dans certains cas que la solution n’est pas
la même. Cependant la valeur médiane montre que les résultats
sont très proches dans la majorité des cas. La non convergence
des méthodes Cur et NR peut s’expliquer par le fait que les cal-
culs sont en flottant simple précision.

4.3.3. Etude de la complexité

Pour étudier la complexité on calcule la moyenne des temps
pour tous les cas en fonction du nombre de bus et de la méthode.
En posant η l’augmentation du temps par rapport au nombre de
bus d’une méthode donnée, cette variable peut s’exprimer ainsi
pour une variation entre B1 et B2 bus et en notant O(Bαpoly ) la
complexité polynomiale des méthodes :

η =
t2
t1

= (
B2

B1
)αpoly (19)

Ainsi la complexité mesurée peut être calculé ainsi :

αpoly =
log(η)

log(B2)− log(B1)
(20)

L’ensemble des calculs précédents peut aussi être fait avec
des temps moyens par itération pour retirer l’impact du nombre
d’itérations sur le temps de calcul et donc sur la complexité. Les
résultats sont regroupés dans le Tab. 5.

On peut constater sur la Fig. 2 que l’augmentation du temps
de calcul liée à celle du nombre de bus est moindre pour les
méthodes sur GPU que leurs équivalents sur CPU. Cependant
même avec des cas de plus de 1200 bus, la méthode du cur-
rent flow reste bien plus efficace (30× plus rapide), même si
l’augmentation du temps est bien plus importante que ce qui
est attendu. De plus le fait d’avoir un réseau de distribution ra-
dial ne permet pas de profiter au maximum des caractéristiques
du GPU. En effet dans cette configuration avec autant de ligne
que de bus, chaque bus a très peu de voisin ce qui a deux ef-



TABLEAU 5. temps et complexité mesurés et complexité théorique
Méthode Cur NR NR G GS GS G

t50 (s) 3e−6 3e−4 0.03 2e−3 0.05
t1200 (s) 4e−4 2.2 2.2 1.09 20

η 124 6 600 80 554 440
αpoly 1.5 2.8 1.4 2 1.9
ηiter 40 3 600 43 29 22

αpolyiter
1.1 2.6 1.2 1.06 1.0
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FIG. 2. Temps moyen selon la taille et la méthode

fets. Tout d’abord l’utilisation de la sparsité sur CPU est d’au-
tant plus efficace car on a une complexité en O(L) = O(B). Et
dans un second temps, comme on utilise un bloc par bus et que
l’on parallélise dans un bloc sur les voisins, on utilise beaucoup
de blocs et ceux-ci sont peu actifs (le minimum étant un warp
ou demi warp à respectivement 32 ou 16 threads). Les perfor-
mances du GPU devraient donc être bien meilleures dans des
réseaux maillés.

5. CONCLUSION

Cet article présente une démarche Adéquation Algorithme
Architecture pour la résolution du AC PowerFlow. Les algo-
rithmes de Newton Raphson, Gauss-Seidel et de Current Flow
ont été étudiés pour un partitionnement sur une architecture
CPU-GPU. L’ensemble a été évalué sur des jeux de données
fixes et aléatoires, sur des réseaux de distribution et de transport
après que la complexité théorique ait pu être étudiée.

Dans le cas de réseau non maillé, les tests réalisés mettent en
évidence que la méthode du Current Flow est la meilleure même
lorsqu’elle n’est pas parallélisée. De même dans le cas où le ré-
seau est peu maillé, la méthode de Newton Raphson sur CPU
reste la plus efficace jusqu’à une très grande dimension. Newton
Raphson sur GPU devient intéressante à très grande dimension
avec beaucoup de liens. Dans notre cas où tous les noeuds sont
PQ, la méthode de Gauss-Seidel nécessite bien trop d’itérations
et a de trop grande difficulté pour converger pour être une solu-
tion viable quelque soit la dimension du problème. Le passage
sur GPU n’apporte aucune accélération dans un cas radial.

D’autres optimisations peuvent être réalisées pour la résolu-
tion (par exemple prendre en compte la sparcité lors de la fac-
torisation LU). De plus amples évaluations doivent être réalisés
pour déterminer la meilleure organisation et taille des blocs et
thread selon la taille et le taux de maillage du réseau.
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