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De nombreux travaux récents traitent du calcul des forces
magnétiques afin d’estimer le bruit et les vibrations dans les
machines électriques. La principale difficulté réside dans la
méthodologie d’identification des ondes de forces tournantes les
plus bruyantes. Les deux méthodes utilisées pour calculer les
forces magnétiques sont le Principe des Travaux Virtuels (PTV)
et le Tenseur de Maxwell (TM). Cette communication traite des
vibrations obtenues sur une machine à aimants en surface grâce
à une résolution électromagnétique Eléments Finis (EF) 2-D et
à une simulation mécanique harmonique EF 3-D. Les résultats
de deux calculs distincts sont comparés : un cas avec le PTV, et
l’autre cas basé sur le TM. En particulier, le but de ce travail est
d’étudier l’effet de modulation dentaire qui a pour conséquence
de filtrer les ondes tournantes de forces calculées avec le TM à
cause de la nature discrète des dents du stator. Deux méthodes
différentes de la littérature sont étudiées pour tenir compte de
l’effet de modulation. Ces méthodes sont comparées par rapport
au PTV pour la machine 36s18p étudiée. Ce travail montre qu’une
des deux méthodes est plus pertinente que l’autre.

Vibration, Machines électriques, Force magnétique, Magnéto-
mécanique, Tenseur de Maxwell, Principe des travaux virtuels.

1. INTRODUCTION

L’analyse du comportement vibro-acoustique des machines
électriques est le sujet de nombreux travaux récents. Le pro-
blème est même accru dans la mesure où l’accroissement des
puissances massiques et volumiques impacte les niveaux vibra-
toires et sonores. Ces phénomènes doivent être pris en compte
dès la conception ; l’un des moyens pour y parvenir est d’avoir
recours à la simulation. Un point crucial de ces simulations est
la modélisation des forces Electro-Magnétiques (EM).

Dans ce contexte, la méthode la plus couramment utilisée
est le Tenseur de Maxwell (TM) : une force surfacique équi-
valente est estimée dans l’entrefer à partir de la connaissance
du champ magnétique à cet endroit. Le TM a l’avantage d’être
compatible avec les méthodes analytiques, semi-analytiques et
Éléments Finis (EF) [1]. Grâce à l’analyse harmonique, le TM
permet d’identifier les ondes de force tournantes les plus gê-
nantes en terme de bruit et vibrations. Le but de cette analyse
est généralement de résoudre les problèmes de vibration avec
un minimum d’effet sur les performances [2]. Pour réaliser cette
analyse, le TM est décomposé dans la base de Fourier selon ses
nombres d’ondes angulaires (aussi appelés ordres spatiaux [2],
ou encore pulsation spatiale [8]). Dans le cas d’un couplage avec
une simulation mécanique EF, le TM est généralement intégré
pour appliquer une force résultante par dent [3].

Une autre méthode utilisée est le Principe des Travaux Vir-
tuels (PTV) : appliqué à la méthode des EF, le PTV donne une
résultante d’effort magnétique nodale [4]. Le PTV est la mé-
thode de référence pour le calcul des forces locales (notamment

sur le bout des dents). Cependant, le résultat est par nature ponc-
tuel, et dépend intrinsèquement du maillage sur lequel il est cal-
culé [5]. Sa décomposition sur une base de Fourier spatiale n’est
pas immédiate. C’est donc un outil moins pratique que le TM
pour l’analyse et le diagnostique de l’origine des phénomènes
de vibration dans les machines électriques.

D’après les travaux récents [1, 3, 10], la corrélation entre le
TM et le PTV semble bonne pour les nombres d’onde et har-
moniques les plus faibles. Cependant, peu d’études comparent
directement les résultats vibratoires du PTV avec le TM pour les
vibrations d’origine EM. En effet, le résultat du PTV donne une
résultante calculée par rapport au maillage magnétique. Dans
ces conditions, la projection sur un maillage mécanique n’est
pas immédiate, alors que les maillages magnétiques ne sont pas
toujours adaptés pour calculer un résultat EF vibratoire précis.
De plus, l’algorithme du PTV doit être adapté pour chaque type
d’élément et de résolution, contrairement au TM.

Pour ces raisons, cette étude propose de constuire un cas qui
permet de simuler directement le déplacement issu d’un charge-
ment PTV. Pour réaliser cela, on conserve le maillage magné-
tique pour la simulation EF mécanique. Il n’est donc pas né-
cessaire d’utiliser des méthodes de projection maillage magné-
tique sur maillage mécanique comme dans [5]. La simulation
magnétique a été construite afin de limiter l’impact des irrégu-
larités et des asymétries du maillage magnétique sur le résultat
mécanique. Le résultat vibratoire est comparé à différents char-
gements TM avec un maillage mécanique.

Cette simulation PTV de référence permet d’étudier de ma-
nière purement numérique l’effet de modulation mécanique
[6, 7] : la réponse mécanique à une force de nombre d’onde
élevé n’est pas nécessairement négligeable. De plus cette ré-
ponse pourrait être estimée à partir de la réponse des nombres
d’ondes les plus faibles. Ce phénomène peut s’expliquer par
la nature discrète des dents du circuit magnétique qui agissent
comme un peigne de Dirac sur le signal du TM. Cette étude
propose de vérifier numériquement l’ampleur de cette effet et
la validité des méthodes proposées [6, 7]. Pour cela, les mo-
dèles de modulation proposés sont comparés par rapport au cal-
cul direct basé sur le PTV, en particulier pour un nombre d’onde
de force égal au nombre d’encoches au stator comme dans [7].
Cette étude se limite aux forces radiales afin de pouvoir compa-
rer les différents modèles proposés pour l’effet de modulation.

2. CALCULS DES FORCES D’ORIGINE MAGNÉTIQUE

2.1. Tenseur de Maxwell

Cette section présente le principe du calcul des forces ma-
gnétiques avec le TM, ainsi que la méthode d’application des
efforts sur le modèle mécanique. La méthode classique consiste
à prendre un contour circulaire dans l’entrefer sur lequel est dé-
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Fig. 1. Ondes de forces radiales tournantes intégrées par dent en fonction du
nombre d’onde n.

fini la force surfacique à la position angulaire α ∈ [0, 2π] et
l’instant t à partir de la perméabilité du vide µ0 et de l’induction
radiale Br et tangentielle Bt [1] :

σr(α, t) =
Br(α, t)

2 −Bθ(α, t)
2µ0

2

(1)

Historiquement, cette méthode repose sur le théorème de Green-
Ostrogradski pour calculer le couple et le déséquilibre résul-
tant des forces magnétiques. Son extension au calcul des forces
d’origine magnétique s’appliquant sur les dents est une approxi-
mation utilisée pour le diagnostique des problèmes de vibration
dans les machines électriques [1, 2, 3, 8].

En appliquant une décomposition de Fourier selon le temps
et la position angulaire, on obtient les harmoniques selon :

σr(α, t) =
∑
n

∑
ω

σ̂r(n, ω)ejnα (2)

avec ω la pulsation temporelle, n le nombre d’onde spatial.
Ainsi, cette force surfacique est définie dans l’entrefer sans être
rattachée à une surface physique pour appliquer les efforts. Il
est donc nécessaire de construire le chargement à appliquer sur
le modèle mécanique. Une méthode consiste alors à intégrer le
morceau de l’onde qui correspond à chaque dent de position an-
gulaire αi avec i ∈ [1,Zs] en ne considérant qu’un seul nombre
d’onde σ̂(n, ω). Cette intégration se fait sur une ouverture angu-
laire arbitraire γ qui prendra différentes valeurs dans cette étude.

La linéarité mécanique permet de considérer indépendam-
ment chaque nombre d’onde. On peut alors simuler uniquement
les forces de nombre d’onde ayant un impact significatif [8, 9].
On obtient ainsi la force radiale correspondante sur la ième dent
située à la position angulaire αi :

Fr,i(n, ω) = RsLs
2

n
sin(n

nγ

2
)σ̂r(n, ω)ejnαi (3)

Le chargement utilisé pour la simulation mécanique correspond
ainsi à des ondes de forces radiales tournantes intégrées par dent
comme illustrée sur la Fig. 1.

Ensuite, on réalise une simulation EF mécanique par nombre
d’onde avec chaque dent chargée selon (3). En particulier, une
méthode classique consiste à charger la simulation obtenue avec
une onde d’amplitude unitaire [8] :

σ̂r(n, ω) = 1 (4)

Le résultat du déplacement Yunit(n, ω) ainsi obtenu est norma-
lisé pour la force surfacique. On peut ainsi rapidement calculer
différent cas de chargement et à des vitesses variables sans re-
commencer la simulation mécanique [3, 8]. Le résultat qui cor-
respond au chargement magnétique simulé peut être reconstruit
a posteriori selon :

Y (n, ω) = σ̂r(n, ω)Yunit(n, ω) (5)

Cette méthode s’appelle la Synthèse des Vibrations Électroma-
gnétiques (SVE). Elle repose sur l’hypothèse de linéarité méca-
nique, qui est une hypothèse généralement utilisée pour la réso-
lution des problèmes de vibration dans les machines électriques
en raison de la petite amplitude des déplacements considérés [8].
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Fig. 2. Ouvertures angulaires pour l’intégration des forces surfaciques.

2.2. Effet de modulation

Dans la méthodologie classique pour diagnostiquer les pro-
blèmes de vibration dans les machines électriques, on peut mon-
trer que les premiers modes d’ovalisation sont responsables de
la quasi-totalité du niveau de vibration au moins pour le bruit gé-
néré directement depuis la surface du stator. En effet, ce bruit est
inversement propositionnel à la quatrième puissance du nombre
d’onde considéré.

De plus, il est courant de supposer que, quand la forme des
excitations ne correspond pas à la forme des modes, la participa-
tion modale de cette excitation est négligée. Ainsi, les forces de
nombre d’onde relativement élevé sont négligés [2, 3] (souvent
n > 8 dans les applications automobiles). Cependant, des études
récentes [6, 7] ont mis en évidence la présence d’un effet dit de
modulation : une force de nombre d’onde n élevé (2) va être
aussi perçu par la culasse comme une force de nombre d’onde
m = n+ kZs avec k ∈ Z. Cela signifie que même les forces de
nombre d’onde élevés peuvent exciter des modes d’ovalisation
de rang faible du stator. Ainsi le déplacement Y (n, ω) peut être
estimée grâce à Y (m,ω) selon :

Y (n, ω) = Kmod(n,m)Y (m,ω) (6)

C’est un résultat très intéressant pour réduire le temps de si-
mulation mécanique, car cela signifie qu’en simulant une petite
partie des forces de nombre d’onde n ≤ Zs/2, on peut recons-
truire avec la SVE la contribution de tous les nombres d’ondes
restants.

Plusieurs expressions sont proposées dans la littérature pour
déterminer Kmod. Cela dépend principalement de l’ouverture an-
gulaire γ choisie pour calculer (3). Dans tous les cas étudiés
[6, 7], le principe est de considérer qu’une fois la force de
nombre d’onde n intégrée selon (3), le signal est échantillonné
par les dents. Ainsi, pour m > Zs

2 , le critère de Shannon im-
plique un repliement du signal sur m avec m = n ± kZs pour
k ∈ N. Si on inverse le processus d’intégration (3) pour obte-
nir une force équivalente au niveau de la culasse, cela revient à
diviser par un coefficient :

Kn(γ) =
2

n
sin(n

nγ

2
) (7)

Ainsi, dans la méthode de [6] appelée TM-FANG, la force
radiale tournante est intégrée sur le pas dentaire γ = 2π/Zs
comme illustré sur la Fig. 2, de sorte que :

Kmod(m,n) =
Kn( 2πZs

)

Km( 2πZs
)
=
m

n

sin(nπ/Zs)

sin(mπ/Zs)
(8)
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Fig. 3. Principe d’intégration du PVT élément par élément pour calculer la
résultante qui s’applique sur le nœud commun d’après [4].

Mis bout à bout, ces portions d’intégrations forment un contour
circulaire fermé dans l’entrefer. Cette méthode a donc l’avan-
tage d’être cohérente avec l’application historique du TM pour
calculer le couple.

La méthode appelée TM-WANG [7] utilise une intégration
sur l’ouverture angulaire γ = β du bout de la dent comme illus-
tré sur la Fig. 2 :

Kmod(m,n) =
Kn(β)
Km(β)

=
m

n

sin(nβ/2)

sin(mβ/2)
(9)

Cela est motivé par la localisation des efforts physiques radiaux,
qui sont principalement localisé sur le bout des dents. Néan-
moins aucune de ces deux études n’effectue de comparaison
avec le PTV : on propose de traiter ce problème dans la Sec-
tion 3.

2.3. Principe des Travaux Virtuels

D’après [4], la force magnétique résultante F is sur un nœud
par rapport à la direction spatiale s ∈ {x,y, z} peut être calcu-
lée en dérivant la co-énergie magnétique sur les éléments ej qui
contiennent ce nœud :

F is =
∑
∀ej |i∈ej

∫
ej

(
−BT J−1

∂J
∂s

H+
µ

2
|H|2 |J−1| ∂|J|

∂s

)
dV

(10)
avec H le champ magnétique, B le flux magnétique, et J la ma-
trice jacobienne de chaque éléments. Le principe de cette inté-
gration est illustré avec la Fig. 3. F is est calculé en [N/m] dans
le cadre d’une simulation magnétique 2D.

3. APPLICATION À UNE MACHINE SYNCHRONE
Une comparaison numérique des méthodologies est réalisée

sur une machine synchrone à aimants permanents en surface.
Les paramètres utilisés dans la simulation magnétique sont in-
troduits dans la Table 1. La topologie choisie est constituée de
Zs = 36 encoches au stator, et de p = 18 paires de pôles. Les 36
aimants sont régulièrement placés sans interstices. Il n’y pas de
bobinage ni de courant dans les encoches du stator. La saturation
magnétique du matériau est faible, ce qui fait de cette machine
un bon candidat pour la comparaison du TM avec le PTV [1]. Le
spectre des forces surfaciques (calculées avec le TM) correspon-
dant à cette machine est présenté à la Fig. 4. En négligeant les
nombres d’ondes n > 36, cette machine a une force de nombre
d’onde pulsatoire (n = 0) ayant deux origines :

— Soit dû à l’interaction pôle/encoche Zs − 2p = 0
— Soit au fondamental 2p = 36 qui se replie avec l’effet de

modulation selon ±36± Zs = 0.
La simulation EF magnéto-statique est réalisée avec un

maillage 2D triangle à l’aide du couplage entre le logiciel
FEMM [11] et le logiciel MANATEE [12]. Grâce aux conditions
de périodicité, la simulation EF magnéto-statique est réduite à

un seul pas dentaire : cela permet de symétriser le maillage
afin de réduire le bruit numérique sur la simulation EF méca-
nique. Pour la même raison, on utilise un grand nombre d’élé-
ments : 306000 faces triangulaires au total. Enfin, l’utilisation
d’une bande de glissement entre le rotor et le stator permet de
conserver le même maillage à tous les pas de temps.

Tableau 1. Paramètres utilisés pour la simulation à vide dans MANATEE [12].
Paramètre Symbole Valeur

Nombre de pôle p 36
Nombre de dent au stator Zs 36

Épaisseur de l’entrefer g 1.5 [mm]
Vitesse de rotation N 1188 [RPM]

Fréquence électrique fs 356.4 [Hz]
Stator M400-50A

Rayon d’alésage Rs 132.5 [mm]
Épaisseur de culasse Hsy 35 [mm]
Longueur des dents Htooth 32.5 [mm]

Rayon extérieur Rsy 200 [mm]
Longueur de lamination Ls 350 [mm]

Ouverture d’encoche Ws 5.19 [deg]
Ouverture de dent β 4.81 [deg]

Aimant permanent Forme polaire
Induction rémanente Br 1 [T]
Perméabilité relative µrm 1.05
Ouverture d’aimant Wmag 0.0223 [rad]
Rayon maximum Rmag 131 [mm]
Rayon minimum Rmag 128 [mm]

Hauteur Hmag 3 [mm]
Rotor M400-50A

Rayon d’alésage Rrbo 128 [mm]
Rayon de l’axe Rry 90 [mm]

Longueur de lamination Lr 350 [mm]

D’après l’effet de modulation de la Section 2.2, on voit que
les forces de nombres d’ondes (36 , -36) sont susceptibles de se
replier sur 0. Cependant, les deux méthodes présentées donnent
des résultats significativement différents comme illustrés sur la
Fig. 5. D’après (8) :

Kmod(±36, 0) = 0 (11)

tandis que ce n’est pas le cas avec (9). Cela signifie qu’il n’y a
pas d’effet de modulation d’après (8) pour cette machine. For-
mulée autrement, la contribution de la force de nombre d’onde
n = ±36 à la force dentaire intégrée (3) est nulle d’après (8),
mais pas d’après (9). Afin de vérifier ces hypothèses, ces mé-
thodes de chargement basées sur le TM vont être comparées
avec un chargement basé sur le PTV.

Un exemple de résultat des forces radiales à partir du PTV
(10) à un instant t obtenu pour cette étude est présenté à la
Fig. 6 : on observe une importante concentration des efforts ma-
gnétiques dans les coins des dents à cause des effets de bords.
On peut également deviner dans la Fig. 6 le nombre d’onde 36
qui domine le chargement de la machine (périodicité dentaire du
chargement avec Zs = 36).

Afin de réaliser une simulation EF mécanique harmonique
avec le même chargement, le maillage de triangles 2-D est ex-
trudé en 3-D sur 8 couches de même longueur, afin d’obtenir
un maillage prismatique. Le chargement PTV est ensuite dupli-
qué sur les nœuds dans la longueur, excepté aux extrémités pour
éviter les effets de bords.

La simulation EF mécanique est réalisée à l’aide du logiciel
Actran [13]. Le résultat de la simulation EF est le déplacement
harmonique calculé sur la surface externe de la culasse.



Fig. 4. Spectre des forces d’après le Tenseur de Maxwell dans l’entrefer en
utilisant le logiciel MANATEE [12]
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Fig. 5. Coefficient modulation Kmod(n,m) en fonction du nombre d’onde m
initial, puis n ∈ [−18,+18] tel que n = m+ kZs avec k ∈ Z.

Fig. 6. Forces nodales calculées avec le PTV à 720 Hz. Visualisation dans le
logiciel Actran VI [13]
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Fig. 7. Amplitude des déplacements (RMS) en fonction de la fréquence.

L’accélération du TM est obtenue en trois étapes :
— D’abord on simule la réponse en fréquence forcée pour

une excitation unitaire Yunit(n, ω) de nombre d’onde n =
0.

— Ensuite on calcul le déplacement opérationnel Y (0, ω)
consécutif à la force de nombre d’onde 0 grâce à (5).

— Puis on calcul le déplacement opérationnel Y (±36, ω)
consécutif à la force de nombre d’onde ±36 grâce à
Y (0, ω) et (6).

On obtient ainsi le déplacement opérationnelle basé sur le
TM :

Y (ω) = Y (+36, ω) + Y (0, ω) + Y (−36, ω) (12)

sachant que l’amplitude de Y (±36, ω) dépend de la formule (8)
ou (9) choisie pour l’effet de modulation. La valeur RMS de
ce déplacement est comparée au résultat basé sur le PTV. Le
résultat de cette comparaison est présenté sur la Fig.7. On ob-
serve que la méthode TM-FANG donne un résultat beaucoup
plus proche de la référence calculée avec le PTV par rapport à la
méthode TM-WANG, en particulier pour la raie à 10fs = 3564
[Hz]. La méthode TM-FANG permet d’obtenir une résultat si-
milaire au PTV avec une erreur inférieure à 5dB (Ref :1e−6 m/2)
jusqu’à 6000 Hz. Les différences pourraient s’expliquer par la
contribution non négligeable des nombres d’ondes plus élevés,
ou bien par les limites du modèle de force dentaire. Ces derniers
points feront l’objet d’études ultérieures.

La méthode TM-WANG permet d’expliquer qualitativement
l’effet de modulation, mais néglige une partie du signal des
forces en face des encoches. La Fig. 7 montre que ce signal en
face des encoches doit être pris en compte, comme cela était
déjà suspecté dans [1].



4. CONCLUSIONS
Lors de cette étude, une méthodologie de validation pour le

couplage magnéto-mécanique a été proposée dans le cadre de la
simulation numérique du bruit et des vibrations dans les ma-
chines électriques. Les résultats de cette étude permettent de
mieux expliquer l’intérêt du tenseur de Maxwell. En particu-
lier, l’effet de modulation et deux méthodes pour le prendre en
compte ont été étudiés. Les deux méthodes expliquent qualitati-
vement l’apparition de l’effet de modulation par un échantillo-
nage dentaire des forces surfaciques d’entrefer basée sur le ten-
seur de Maxwell. Néanmoins, les formules proposées donnent
des résultats significativement différents, notamment dans le cas
où le nombre d’onde est égal au nombre d’encoches. Dans ce
cas précis, l’une des méthodes prédit que la contribution de
cette force au déplacement est nulle, en contradiction avec la
deuxième méthode. Afin de départager ces deux prédictions,
une machine 36s18p satisfaisant cette condition particulière a
été étudiée numériquement. Une comparaison entre un charge-
ment dentaire classique du tenseur de Maxwell et un chargement
local calculé avec le principe des travaux virtuels a été réalisée.
La simulation montre clairement que l’effet de modulation est
limité dans ce cas. Cela permet donc de conclure que l’une des
deux méthodes est nettement plus précise dans le cas étudié. De
futurs travaux pourront s’interroger sur les limites de cette mo-
délisation de forces dentaires, ainsi qu’à l’extension aux forces
tangentielles et aux moments magnétiques.
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