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RESUME -Cet article présente une approche de modélisation
analytique des machines électriques a double saillance basée sur la
méthode des transformations conformes. L’originalité de cette
méthode réside dans le choix d’un nombre réduit de
transformations géométriques a effectuer et I’application de cette
méthode a des structures a double saillance sans perdre le coté
analytique. La modélisation de la machine synchrone a rotor
bobiné est I’objet de notre application. Toutefois, la démarche
proposée ici, reste générale et adaptée a des structures a simple ou
double saillance. Il apparait que cette méthode donne des trés bons
résultats, en régime linéaire, lorsqu’elle est comparée a la méthode
des éléments finis. De plus, les temps de calcul sont en comparaison
bien plus courts. La qualité des résultats est validée par le calcul
des grandeurs globales (couple, flux, tension) pour différents cas
de fonctionnement de la machine (a vide et en charge).

Mots-clés—Perméance relative complexe, machine synchrone a
rotor bobiné, transformations conformes, équation de Laplace, effet
de denture, double saillance, couple électromagnétique.

1. INTRODUCTION

La machine synchrone a rotor bobiné est historiquement
I’une des machines les plus répandues ; elle couvre une trés large
gamme d’applications industrielles. Parallélement, parmi les
outils de modélisation électromagnétique, la méthode des
éléments finis est trés utilisée [1]-[4]. Cependant, elle est
consommatrice en temps de calcul. D’un autre coté, les
méthodes analytiques peuvent représenter une approche
alternative, en particulier, pour la phase de pré-
dimensionnement.

Dans cet article, nous choisissons d’appliquer une approche
analytique, basée sur la méthode des transformations conformes.
Cette méthode a été trés tot appliquée aux machines électriques
grace au coefficient de Carter, qui permet de moduler la valeur
moyenne de I’induction magnétique. Zhu [5] a ensuite amélioré
ce concept a travers une fonction de permeance relative (radiale)
qui tient compte de la denture d’une machine a aimants
surfaciques. Zarko [6] a apporté une nouvelle contribution grace
a la notion de fonction de perméance relative complexe qui
permet de tenir compte a la fois de la composante radiale et de
la composante tangentielle; cette nouvelle approche a été
appliquée & une machine a aimants surfaciques.

En outre, une approche de transformations conformes
numériques peut étre utilisée pour la modélisation des dispositifs
¢électromagnétiques. En effet, 1’outil SC toolbox [7], qui est un
environnement de résolution numérique, permet d’étendre cette
méthode a des structures a double saillance, rendant 1’approche
ainsi numérique dont 1’analyse devient plus difficile.

Tikellaline [8] s’est servi de I’outil SC toolbox afin de modéliser
une machine a double saillance en s’appuyant sur le principe des
transformations conformes.

Dans cet article nous proposons une approche analytique basée
sur la théorie des transformations conformes. L’originalité de
cette approche réside dans les trois points suivants :

Tout d’abord, I’approche proposée ici, est une amélioration de
I’approche proposée par Zhu [5], qui ne tient compte que de la
composante radiale de I’induction magnétique et n’est adaptée
quaux structures simplement saillantes (au stator). Ainsi,
I’approche analytique proposée ici, permet de calculer les deux
composantes radiales et tangentielles de I’induction magnétique
et elle peut étre appliquée a des structures a simple saillance
(stator ou rotor) et a des structures a double saillance.

Ensuite, la prise en compte de la simple saillance nécessite trois
transformations conformes au lieu de cinq transformations
conformes requises par 1’approche de Zarko [6].

En fin, la double saillance est modélisée sans recourir aux
transformations conformes numériques, tel que: 1’outil SC
toolbox [7], [8].

Le moteur de traction synchrone a rotor bobiné qui est le choix
de Renault pour la traction automobile fait I’objet de la
validation de notre approche analytique (Fig. 1).
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Fig. 1. Groupe motopropulseur de la Zoe (Renault).
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2. APPROCHE DE MODELISATION

L’approche analytique de modélisation électromagnétique
de la machine est constituée de deux parties :

Primo, la solution analytique de I’induction magnétique lisse est
obtenue grace a la résolution de I’équation de Laplace dans
I’entrefer d’une structure lisse.

Secundo, nous intégrons 1’effet de la double saillance a travers
une fonction de perméance relative complexe. Cette fonction
sert a moduler le champ magnétique de la structure lisse afin de
reproduire 1’effet de la saillance. Elle dérive des transformations
géométriques ayant I’avantage de conserver la résolution des
certains phénoménes physiques (champs magnétiques) en
transformant une structure complexe (saillante) en une autre plus
simple (lisse) [9] - [11].

L’objectif étant d’intégrer la double saillance (Fig. 2 a), nous
divisons ainsi, la structure de la machine en deux structures
simplement saillantes (Fig. 2). La premiére structure est saillante
au stator et lisse au rotor, et permet de calculer la perméance des
encoches stator (Fig. 2 b) et la seconde structure est saillante au
rotor et lisse au stator (Fig. 2 c) ce qui permet de calculer la
perméance des poles rotor.

Une fois les perméances relatives complexes du stator et du rotor
calculées, nous pouvons déterminer les composantes radiales et
tangentielles de la perméance relative de la machine doublement
saillante. Pour cela, nous nous appuyons sur des hypothéses qui
traduisent les trajets des flux dans les différentes parties de la
machine.
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Fig. 2. Considération de I’effet de la double saillance, a) machine a rotor
bobiné , b) structure saillante au stator, ¢) structure saillante au rotor.
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2.1.  Modélisation de la distribution du bobinage

Plusieurs travaux scientifiques ont proposé, en détail,
I’élaboration de la solution de I’induction magnétique lisse, au
milieu I’entrefer, créée par des armatures stator d’une machine a
aimants permanents surfaciques [6], [12]. Les bobinages
d’excitations stator et rotor peuvent étre modélisés par des
distributions de densités linéiques de courants aux extrémités du
stator et du rotor de la structure lisse. Fig. 3 montre la
distribution de la densité linéique du courant traversant un
conducteur de la phase A face a une ouverture d’encoche
(fictive) au bord du stator de la structure lisse.

En admettant que la machine est suffisamment longue et que la
perméabilité du fer est supposée infinie, nous pouvons résoudre
I’équation de Laplace dans ’entrefer de la structure lisse en
respectant les conditions aux limites. Ainsi, 1’équation de
Laplace, en coordonnées polaires, peut étre exprimée, au milieu
de D’entrefer, par [12] - [14] :
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Les conditions aux limites a satisfaire en considérant les
excitations stator et rotor séparément (théoréme de
superposition) sont données respectivement par (2) et (3) :

H9‘7=R = —Jstator ; H9‘7=R =0 @)

H9 lrer =0 ; H0 lrer = _]rotor (3)

Ou R, est le rayon interne du stator, R, est le rayon externe du
rotor, Jstaror €t Jrotor SONt respectivement les densités linéiques
de courants du stator et du rotor en (A/m).

La solution générale de 1’équation de Laplace, peut étre écrite
sous la forme d’une série de Fourier (4).
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A(r,0) = Z[(Anrn + B,r™) cos(nf) + (C,r™ + D,r ™) sin(nf)]

n=1
Les constantes d’intégration (A,, B, C, et D,) sont déterminées a
partir des conditions aux limites ((2) et (3)). La prise en compte
de la répartition du bobinage est assurée par le coefficient de
bobinage.
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Fig. 3. Distribution de la densité du courant linéique d’un conducteur de la
phase A sur un angle correspondant a une ouverture d’encoche

2.2.  Calcul de I'induction magnétique de la machine lisse

Les composantes radiales et tangentielles de 1’induction
magnétique de la structure lisse sont calculées en dérivant le
potentiel vecteur magnétique (A(r, 8)) suivant les deux directions
radiales et tangentielles (5) .
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Br lisse r,6) = PFY] ; By lisse r,6)= - or )
L’induction magnétique lisse totale (6) est obtenue en faisant la
somme algébrique des inductions lisses créées par les excitations
stator et rotor (théoréme de superposition) :

- - - 6
Biisse = Bstator-lisse T Brotor-lisse ( )

2.3.  Modélisation de la saillance

La saillance de la machine peut étre prise en compte grace a
des fonctions géométriques qui respectent certaines propriétés
mathématiques. C’est le cas des transformations conformes.
Celles-ci permettent de conserver la solution analytique des
phénomeénes physiques en passant d’un domaine ou la géométrie
est complexe a un autre domaine ou la géométrie est
relativement plus simple. Pour simplifier 1’étude, tout en restant
représentatif, nous allons faire les hypothéses suivantes :

(i) : le modele est 2D et les circuits magnétiques sont
linéaires ;

(ii) : la géométrie des dents stator et pdle rotor est
simplifiée (Fig. 4) ;

(ii1) : encoches stator et rotor infiniment profondes.



Fig. 4. Simplification de la géométrie des dents stator et du péle rotor.

Le champ magnétique dans la structure saillante est le produit
du champ magnétique de la structure lisse correspondante (qui
intégre la distribution des bobinages) par le conjugué¢ d’une
fonction de perméance relative complexe qui traduit I’effet de la
saillance de la structure (Fig. 5).
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Fig. 5. Principe de la Transformation conforme

La transformation conforme se base sur la définition de la
fonction de perméance relative complexe A. On notera A le
conjugué de A, A, la partie réelle de A représentant la composante
radiale et A, la partie imaginaire représentant la composante
tangentielle. Ainsi nous utilisons ce concept pour déterminer
séparément les perméances relatives complexes du stator et du
rotor (Fig. 2, structures b et c).

L’expression de la perméance relative complexe A est obtenue a
partir de I’application de la transformation de Schwarz-
Christoffel, qui permet de transformer I’intérieur d’un polygone
(les deux structures de la Fig. 5 sont des polygones ) au demi
plan supérieur d’un plan complexe w (Fig. 6). Ainsi la variable
w (Fig. 6) sert d’intermédiaire pour trouver le lien géométrique
entre les deux structures de la Fig. 5 [5][6].
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Fig. 6. Plan complexe intermédiaire, plan-w

Les transformations de Schwarz-Christoffel qui permettent de
transformer les polygones (géométries des plan-z et plan-t Fig.
5) au demi plan supérieur du plan w (Fig. 6), sont données par :

0z by Va? —w? ot 2g' 1 (7

w m 1-w? ' %z?(1+w)(1—w)

La perméance relative complexe est ainsi calculée par la relation
suivante [5] [6] :

}\_6t_6t6w_2g’ 1 i (8)
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(Fig. 5) et j I’opérateur des nombres complexes.

ln(g—i) , by’ 1alargeur de I’encoche

Les valeurs de w sont calculées en résolvant 1’équation (9).
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Par définition de la transformation de Schwarz-Christoffel, les
valeurs de z dans Dl’entrefer, ont pour images le demi plan
superieur dans le plan de la variable complexe w (Fig. 6). Les
sommets et les cotés du polygone dans le plan z (la forme de
I’encoche Fig. 5) ont pour images 1’axe des réels dans le plan
des w. En particulier, les sommets (z;, Z,, Z3, Z4 et Z5) sont les
antécédents respectivement des w suivants : (o0, —a, —1,1 et a).
De la méme maniére, les sommets (¢; et £;) du polygone dans le
plan t (la forme lisse Fig. 5) sont transformés arbitrairement aux
w suivants : (—1 et 1). En effet, la transformation de Schwarz-
Christoffel donne la possibilité de choisir arbitrairement les
images de trois sommets d’un polygone [5][6], ce degré de
liberté vient des transformations de Mdbius dont fait partie la
transformation de Schwarz-Christoffel. En effet, ce choix
permet de garantir I’unicité de la transformation.

La forme de I’encoche présentée dans le plan z (Fig. 5) est une
présentation de 1’encoche stator et du pdle rotor dans un plan
cartésien. On note s la fonction qui définit les coordonnées
polaires des formes de I’encoche stator et du pdle rotor (Fig. 7):

s=rel® (10)

Fig. 7. Géométrie en coordonnées polaires : a) Encoche stator b) Pdle rotor

Pour passer de la forme de 1’encoche stator (Fig. 7 a) a celle
présentée dans le plan-z (Fig. 5), on définit la fonction
logarithmique suivante (11) :

z =jin (Ri) — 0+ (RL) (11)

0
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L’angle 6 varie de — ?S a ?S , ou B est I’angle d’ouverture de

I’encoche stator.

De la méme manicre, pour la forme du pdle rotor [15], on définit
une nouvelle fonction (12), qui permet de passer de la forme
initiale du pole (Fig. 7 b), a celle présentée dans le plan-z (Fig.
5), soit :



s r (12)
z =—jln <R_s) =60 —jln <R_s)

. [ \ 0 \ ) 9 A
L’angle 0 varie de — ?” a ?” , ol 6, Iangle d’ouverture du pdle
rotor.

Le calcul est fait au milieu de I’entrefer (r = BrtRs

).

Ainsi, les composantes radiales et tangentielles des perméances
relatives stator et rotor peuvent &tre écrites respectivement sous
la forme de séries de Fourier ((13) a (16)).

~ (13)

}\‘riencoches = }\Tiencoches,O + }\Tiencoches,n COS(nZse)

N n=1,3,5..
(14)
}‘T_pﬁles = }‘T_pﬁles_o + Z }‘T_pﬁles_ncos(n(zpe + WratTt))

n=1,3,5...

N (15)

}\Giencoches = }\G,Encochesjl Sin(nzs 9)

n=1,3,5..

(16)

N
)\B_péles = Z }‘O_péles_n sin(n(2p6 + wro: T;))
n=1,3,5...
Ou Z; le nombre d’encoches stator, p le nombre de paires de
poles rotor, w,,; la vitesse de rotation en (rad/s), T; le temps en
(s) et N le nombre d’harmoniques d’espace.

LeS CoefﬁCIents de Fourler }\T_encoches_n s )\9_encoches_n > )\r_péles
et Ay pores SONt respectivement obtenues a partir des modeles de

perméances relatives radiales et tangentielles d’une encoche
stator et d’un pole rotor (8) en y appliquant la transformation de
Fourier discrete.

2.4.  Prise en compte de la double saillance de la machine

Le flux radial traverse le rotor, I’entrefer et le stator. De ce
fait, cet ensemble (Fig. 2 a) constitue un circuit série ou les
composantes des réluctances radiales s’ajoutent. Ainsi, la
perméance relative radiale totale peut étre calculée par (17) :

Arfef)\r,encoches}\'ﬂpﬁles ( 1 7)
)\r,ef)\r,encoches + }‘rief}‘r,pﬁles - }‘r,encoches)\r,péles

}‘T_mt =

Oul, .r = 1, estlavaleur de la perméance relative de I’entrefer
(un cylindre lisse).

Contraitement au flux radial, le flux tangentiel doit se diviser,
pour se répartir dans les différentes parties de la machine. Ainsi,
nous supposons que les différentes parties de la machine sont en
paralléle par rapport au passage du flux tangentiel. Ainsi, en
admettant cette hypothése, on définit la perméance relative
tangentielle totale par (18) :

}‘O_tot = )\B_péle + )\B_encoches (18)

L’effet de la double saillance de la machine est désormais
intégrée grace aux formules (17) et (18).

Nous pouvons, des lors, déterminer I’induction magnétique de la
structure saillante en modulant I’induction lisse par le conjugué
de la fonction de perméance relative complexe (19), soit :

Bsailiante = Br_saillante +]BH_saillante = Atot Biisse (19)

En développant (19), les composantes radiales et tangentielles
de I’induction magnétique de la structure saillante s’écrivent :

By saitlante = }\T,tat By jisse + }\O,tot Bo jisse (20)

Bo sailante = _}\G,tot By isse T }\T,tat Bg sisse (21)

Ou B, isse €t Bgsse sont les composantes radiales et
tangentielles de I’induction magnétique totale créée par les
excitations stator et rotor d’une structure lisse.

Le modéle analytique est désormais établi. Ainsi, nous utilisons
ce modéle analytique pour calculer les grandeurs locales
(induction magnétique) et grandeurs globales (couple, flux et
force électromotrice), puis nous analysons les résultats obtenus
en comparaison avec la méthode des éléments finis.

2.5.  Couple électromagnétique, flux et force électromotrice

Le couple ¢électromagnétique (22) est donné par le Tenseur de
Maxwell [16] - [18] :

2mr?Lg

Ho

(22)

6p
Telectromag = f Br_saillanteBO_saillante de
0

Ou L, la longueur active de la machine et u, la perméabilité du
vide.

A partir de I’induction radiale et d’une fonction de bobinages
propre a chaque phase, nous pouvons établir I’expression du flux
magnétique (23) traversant chacune des phases [16] :

O (23)
Dype = RsLsf Ns(a,b,c) By satient do
0

Ou Ny (g p,c) la fonction de bobinages de chacune des phases en
(tours). Fig. 8 illustre la fonction de bobinages de la phase A,
comportant deux encoches par pole et par phase. Les fonctions
de bobinages de deux autres phases s’obtiennent par une simple
translation avec le bon angle de déphasage.
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Fig. 8. Fonction de bobinage de la phase A (tours), deux encoches par pole et
par phase.

La force électromotrice (24) est obtenue par la loi de Faraday :

d d)a,b,c (24)
Eope=— dt

3. COMPARAISON DES RESULTATS AVEC LES ELEMENTS FINIS

En raison des conditions d’antisymétrie, le domaine d’étude de
la machine est limité au 1/8 de sa géométrie (Fig. 9).

Les résultats déduits du modéle analytique linéaire (CM :
Conformal Mapping) ont ét¢ comparés avec ceux issus des
simulations éléments finis sous le logiciel Ansys Maxwell (FE :
Finite Element). Fig. 10 a Fig. 16 montrent 1'efficacité de cette
approche, notamment pour le calcul des grandeurs globales.



Fig. 9. Domaine d’étude, machine synchrone a rotor bobiné, ¢léments finis.
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Tableau 1 résume le temps de calcul nécessaire pour les deux
méthodes en statique (T; = 0) et en dynamique (en faisant
tourner le rotor). Ainsi, nous pouvons déja observer que
I’approche analytique permet de gagner considérablement en
temps de calcul, tout en gardant une excellente concordance
avec les résultats obtenus par ¢léments finis.

Tableau 1. Comparaison du temps de simulations des modé¢les.

Modgéles Temps de calcul : | Temps de calcul :
en statique en dynamique

EF : éléments finis 5 min 29 min

CM : Modele analytique | 18's 3 min

Malgré les hypothéses de 1’approche analytique, nous pouvons
constater que le modé¢le analytique reste fidéle au modéle
¢léments finis (Fig. 10 a Fig. 16).

Les isthmes d'encoches stator (Fig. 9), n’ont quasiment pas
d’impact sur les résultats en linéaire, ce qui justifie ’hypothéese
faite dans le mode¢le (Fig. 9) [6].

Fig. 10 et Fig. 11 montrent que I’induction radiale est en tres
bonne concordance avec les résultats des éléments finis, aussi
bien, en termes de reproduction d’effet de la double saillance
qu’en termes amplitudes des harmoniques. Néanmoins, une
légere différence peut étre constatée dans la partie interpolaire
(60° a 120°). Cet écart est en partie di aux hypothéses faites sur
le calcul des composantes radiales et tangentielles de la
perméance relative totale. En effet, nous constatons que I’écart
est plus marqué sur la composante tangentielle de I’induction
magnétique (Fig. 12), qui, tout de méme, reproduit fidélement
I’effet d’encochage en dehors de la partie interpolaire. Toutefois,
I’amplitude de la composante tangentielle de I’induction
magnétique est globalement négligeable comparée a la
composante radiale de I’induction magnétique et impacte trés
peu les valeurs du couple instantané en linéaire comme nous
pouvons le voir sur Fig. 13.

Fig. 13 montre une trés bonne correspondance entre les résultats
du couple électromagnétique en charge calculé par le modele
analytique et ceux obtenus par le modéle éléments finis.
Cependant, une Iégére différence est constatée en face des dents
stator, mais le résultat reste dans les proportions acceptables.
Fig. 14 permet de voir que les amplitudes des harmoniques sont
trés bien prédites.

Les flux a vide et les forces électromotrices des trois phases ont
été calculés par le modele analytique et comparés avec les
résultats issus des éléments finis (Fig. 10 et Fig. 11). Nous
pouvons remarquer I’efficacité du modele analytique a vide qui
a permis d’avoir une excellente prédiction de ces grandeurs.

Le mode¢le analytique développé ici, est basé sur le concept de
fonctions de perméances relatives complexes, calculées a travers
des fonctions de la variable complexe (transformations
conformes). Ce modele peut étre briévement positionné par
rapport a d’autres modeles analytiques utilisant d’autres
approches (fonctions de perméance [19], sous domaines [20]).
La grande limite de ces modeles analytiques reste la linéarité.
L’approche proposée ici, a I’avantage de calculer la composante
tangentielle de [I’induction magnétique contrairement a
I’approche basée sur les fonctions de perméances qui ne permet
de calculer que la composante radiale [19]. La méthode de sous
domaines est plus précise pour le calcul de la composante
tangentielle de 1’induction magnétique pour une structure a
double saillance, mais comparable avec notre approche pour une

structure a simple saillance [20]. Dans la méthode de sous

\

domaines, nous pouvons étre amenés a faire face a des
problématiques de conditions aux limites, et choix de nombre
d’harmoniques d’espace (risque d’avoir un systéeme d’équations
mal conditionné) [21].

4. CONCLUSIONS

Dans cet article, nous avons présenté une approche de
modélisation analytique basée sur les transformations conformes
et appliquée aux machines électriques doublement saillantes
sans avoir a recourir a des outils numériques (SC toolbox). Les
résultats obtenus par cette approche sont en trés bonne
concordance avec ceux issus des simulations éléments finis
(Ansys Maxwell), malgré les hypotheses du modéle analytique,
sans oublier le gain considérable en temps de calcul. Les
différents résultats obtenus montrent 1’efficacité et la fiabilité du
modele analytique (en charge et a vide) vis-a-vis du calcul des
grandeurs locales (composantes radiales et tangentielles de
I’induction magnétique au milieu de 1’entrefer) et grandeurs
globales (couple, flux et force électromotrice) pour une machine
a rotor bobiné doublement saillante.
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